10. Die Abhidngigkeit der Viskositit vom Stromungsgefille bei
hochverdiinnten Suspensionen und Lisungen
von Werner Kuhn und Hans Kuhn,
(30. X. 44.)

§ 1. Einleitung.

a) Die Strukturviskositdt bei Losungen mittlerer und
héherer Konzentration.

Bekanntlich ist die sogenannte Strukturviskositit zuerst bei kolloiden Lésungen
mittlerer und héherer Konzentration beobachtet worden; sie tritt dort am auffalligsten
in Erscheinung und besteht darin, dass die Viskositit vom Strémungsgefalle, welches
bei der Messung angewandt wird, abhidngt. Bei einer Eisenhydroxydlésung beispielsweise
beobachten wir bei Anwendung eines kleinen Stromungsgefilles eine hohe, bei grossem
Stromungsgefille eine kleine Viskositit. Es kann dies so weit gehen, dass die ruhende
Losung zu einem Gel erstarrt, beim Schiitteln (Erzwingung eines grossen Stréomungs-
gefilles) aber diinnfliissig wird (sogenannte Thixotropie).

Bei diesen Losungen mittlerer und hoherer Konzentration ist die Erscheinung
dadurch bedingt, dass sich in der Losung bei kleinem Strémungsgefille durch Zusammen-
lagerung der Teilchen fadenférmige oder netzartige Aggregate, also lose Strukturen
bilden, welche die Viskositat heraufsetzen, und dass diese Strukturen bei grossem Stro-
mungsgefille zerstort werden; damit wird dann die Viskositit entsprechend verkleinert.
Die Abhangigkeit der Viskositit vom Stromungsgefille kann auf Grund solcher Vor-
stellungen in verschiedenen Fillen sogar quantitativ gedeutet werden'). Die fiir solche
Losungen mittlerer und héherer Konzentration giiltige Erklirung des Phanomens hat
dazu gefiihrt, die Abhingigkeit der Viskositit vom Stromungsgefille allgemein als
Struokturviskositit zn bezeichnen.

b) Strukturviskositdt bei hoch verdiinnten Suspen-
sionen.

Es ist iiblich geworden, die Abhingigkeit der Viskositit vom
Stromungsgefille auch bei hoch verdiinnten Suspensionen als Struk-
turviskositit zu bezeichnen, obwohl beiden hoch verdiinnten
Suspensionen eine Deutung durch Strukturen, welche
zerrissen werden kénnen, nicht mehr in Frage kommt.
Die Erscheinungen in Losungen mittlerer Konzentration einerseits,
in hoch verdiinnten Losungen andererseits haben also nur den
Namen Strukturviskositit gemeinsam; sie sind in Wirklich-
keit auf ganz verschiedene Ursachen zuriickzufihren.

Mit der qualitativen und quantitativen Deutung des
Effektes fiir hoch verdiinnte Ldsungen werden wir uns im
Nachstehenden befassen. Vorab sei bemerkt, dass die Abhingigkeit
der Viskositit vom Stromungsgefille auch bei hoch verdinnten
Losungen empirisch darin besteht, dass bei steigendem Stromungs-

Y Vgl. z. B, W. Kuhn, Z. physikal. Ch. 161, 1 (1932), insbes. 8. 26—31.



gefille eine Abnahme des Reibungskoeffizienten eintritt. Da im
limes ¢ = 0 eine gegenseitige Beeinflussung der Teilchen nicht mehr
stattfindet, muss der Effekt nicht durch Strukturenbildung, sondern
aus dem hydrodynamischen Verhalten des einzelnen Teil-
chens bei wechselndem Stromungsgefille selbst gedeutet werden.

Theoretische Bemithungen in dieser Hinsicht sind, allerdings mit
negativem Erfolge, z. B. von A. Peterlinl) angestellt worden. Wir
werden sehen, dass das Fehlschlagen dieser Bemithungen auf eine
grundsitzlich unzuldngliche Beriicksichtigung der Brown’schen Be-
wegung der Teilchen, insbesondere der Teilchenachsen in der stromen-
den Losung zuriickzufithren ist.

Es wird sich zeigen, dass die Strukturviskositét hochverdiinnter
Losungen bei richtiger Beriicksichtigung der Brown’schen Bewegung
durch das hydrodynamische Verhalten der Einzelteilchen, und zwar
quantitativ gedeutet werden kann. Wir werden ferner sehen, dass
sich die quantitative Behandlung sowohl fiir Sole mit starren, nicht
kugelformigen Teilchen (Stdbchen oder Scheibchen) durchfiihren
lasst, als auch fiir Lésungen von Fadenmolekeln mit statistischer
Kniuelgestalt.

Bei den letzteren werden sich im Auftreten der Strukturviskositit starke Unter-
schiedé bemerkbar machen: Die Strukturviskositat wird hier um so ausgepragter auftreten,
je mehr die freie Drehbarkeit der die einzelnen Fadenteile verbindenden Hauptvalenzen
sterisch oder energetisch gehemamt ist.

Bevor wir diesen komplizierteren Fall geloster Fadenmolekeln be-
trachten, beginnen wir mit der Berechnung der Viskositdt einer
Suspension von Modellen, die aus je 2 im Abstand S voneinander
befindlichen starr verbundenen Xugeln vom Radius r bestehen
(Hantelmodelle, Fig. 1). Wir werden an diesem besonders einfachen
Fall das Wesentliche deutlich sehen; eine Verallgemeinerung auf
den Fall starrer Stdbchen, Ellipsoide sowie auf durchspiilte, ent-
kniuelbare TFadenmolekel kann anschliessend ohne besondere
Schwierigkeiten gegeben werden.

§ 2. Viskositdt einer Suspension von Hantelmodellen.

a) Bewegung des Hantelmodells ohne Beriicksichtigung
der Brown’schen Bewegung.

Die Bewegung eines Hantelmodells in einer Fliissigkeit, in wel-
cher, etwa in der x-Richtung, ein Stromungsgefille g vorhanden ist,
ist schon vor liangerer Zeit von W. Kuhn beschrieben worden?).

1) 4. Peterlin, Z. Physik 111, 232 (1938), Koll. Z. 86, 230 (1939). Nach den Berech-
nungen von Peterlin miisste fiir starre langliche Ellipsoide sogar eine anfingliche Zunahme
statt der beobachteten Abnahme der Viskositit mit steigendem Strémungsgefille auf-
treten; nur fiir Scheibchen wiirde sich eine Abnahme der Viskositit nach Peterlen be-
griinden lassen.

?) W. Kuhn, Z. physikal. Ch. 161, 1 (1932), im folgenden als 1. ¢. I bezeichnet;
Koll. Z. 62, 269 (1933), im folgenden als 1. c. IT bezeichnet.
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Triir das erste beschrinken wir uns auf Bewegungen in der x—z-Ebene;
die Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall nehmen wir
anschliessend vor. Die Bewegung des Hantelmodells besteht nun
darin, dass erstens der Teilchenschwerpunkt die Translationsbe-
wegung der ihn umgebenden Fliissigkeit mitmacht und dass sich
zweitens der Translation des Schwerpunktes eine Rotation der
Lingsachse des Teilchens iiberlagert.

SAS
/ QStrb'mung
l 1/ : s b X

Fig. 1.

Beschreiben wir die Orientierung des Tcilchens in der stromenden
Fliissigkeit durch den Winkel &, den die Tecilchenachse mit der z-
Richtung (Stromungsrichtung der Flussigkeit) einschliesst und wird
die Brown’sche Bewegung der Stibchenachse vernachlissigt, so ist
(nach 1. c. I) die Geschwindigkeit &y, , mit der sich der Orientierungs-
winkel der Teilchenachse dndert, vom augenblicklichen Wert von &
selbst abhingig, nimlich gleich

. tabe Hantel,
By = — qsin® ¥ oh(nse Brol-luj};sgﬁerez:;ung) (I

Infolge der Mitbewegung des Schwerpunktes und der durch (1)
beschriebenen Rotationsbewegung der Teilchenachse besteht im
Falle des Hantelmodells zwischen der im Abstande S/2 vom Teilchen-
mittelpunkt befindlichen Kugel und der sie umgebenden Flissigkeit
eine Relativgeschwindigkeit

(Hantel, ohne

Brown’sche Bewegung)
Die Richtung dieser Relativgeschwindigkeit stimmt mit der Richtung
der Teilchenachse iiberein; d. h.: die umgebende Fliissigkeit fliesst,
von einem auf dem Teilchen festen Xoordinationssystem aus be-
trachtet, in Richtung der Teilchenachse nach aussen ab bzw. bei
andern Winkeln & von aussen in radialer Richtung gegen den Teil-
chenmittelpunkt zu. Wir haben dies in Gleichung (2) durch An-

figung des Index r angedeutet.

:%qsinﬁcosﬁ (2)

vrel, T
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b) Beriicksichtigung der Brown’schen Bewegung; Ver-
teilungsfunktion.

Wenn die Brown’sche Rotationsbewegung der Teilchenachsen
vernachlissigt wird, so miissen sich die Teilchenachsen, praktisch
genommen, alle in die z-Richtung (Strémungsrichtung; Winkel & = 0)
einstellen, weil nach (1) fiir diese Richtung die Drehgeschwindigkeit
gleich 0 wird. Sind die Teilchen klein und das Strémungsgefille
nicht zu gross, so wird die Brown’sche Bewegung der Teilchenachsen
die vollige Orientierung unmoglich machen. Im stationfdren Zustande
findet eine Verteilung der Achsen iiber die Orientierungswinkel &
statt. Wir beschreiben sie durch eine Verteilungsfunktion ¢(#), indem

d Ny g4qp= e(¥)d¥ (allgemein) (3)

die Anzah] von Teilchen sein soll, deren Orientierungswinkel zwischen
¢ und & + d & liegt. Die Verteilungsfunktion o(¢) ist zu bestimmen
aus der Differentialgleichung

d
0(9)- By, — df’; D¢ = const (allgemein) (4)

Diese Differentialgleichung driickt die Forderung aus, dass die
Anzahl von Teilchen, welche bei einem gegebenen Winkel & pro
Zeiteinheit in Richtung nach grosseren &#-Werten passieren, gleich
einer von ¢ unabhingigen Konstanten sein muss. Dabei misst der
Summand ¢ (&) dg, die Anzahl der Teilchen, welche infolge der den
Hantelmodellen durch die Stromung aufgeprigten Bewegung (1)
durch die Winkellage hindurchbeférdert werden, wihrend das zweite
Glied dp/dd-D,, die Anzahl von Teilchen angibt, welche infolge
Brown’scher Bewegung (Diffusion) nach Massgabe des vorhandenen
Konzentrationsgefilles hindurchbeférdert werden.

Die Rotationsdiffusionskonstante D, des Hantelmodells lisst
sich dabei (l. ¢. I) durch die Viskositit », des Losungsmittels, die
Boltzmann’sche Konstante k, die absolute Temperatur T und den
Kugelabstand S ausdriicken, indem die Beziehung gilt:

D kT
ot 3:1:7]01‘53

Die Differentialgleichung (4) ist von P. Boederl) und fast gleich-
zeitig von W. Kuhn (L. c. I und II) angegeben und geldst worden.
Die Losung lautet, wenn g, aus (1) in (4) eingesetzt Wird°

(Hantelmodell) (5)

4%
o(?) = 2G [1 +opo,8in2 4+ ocmt (cos 29— 0084 ) “?ot ( 9 sin2 19-{— sind 9 — 4 sin 619)
21 23 11 1
+°‘rot< lﬁcos2ﬁ+4gcos419 4cosﬁz9+ 200883)-}- } (6)
wobei:
gy = B (Hantelmodell, Stibchen) (6a)
4 rot

1) P. Boeder, Z. Physik 75, 258 (1932).
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ist; oder durch Einsetzen des Ausdrucks (5) fiir Dy

3 n,qrS?
rot 4kT
Die Konstante auf der rechten Seite von (4) hat, wie man sich auf
Grund von (6) iiberlegt, den Zahlenwert

G 1, ) {Hantelmodell,
const = q e (1 T 5 %rot + Stabchen) (7

Sie ist nach der im Anschluss an (4) gegebenen Erlduterung gleich
const = p(#) . = o(F) ['ﬁétr + 19i)m.] (8)

74

(Hantelmodell) (6b)

wenn wir unter

Bere = Psie + Fpure (8a)
die tatsiichliche Geschwindigkeit verstehen, mit der sich die Teilchen-
achse in der stromenden Fliissigkeit dreht. Dabei ist diese Dreh-
geschwindigkeit nach (8a) gleich der Summe einer durch die Stré-
mung erzeugten (&;,) und einer durch das Konzentrationsgefille
erzeugten (dpy) Teilgeschwindigkeit.

Mittelbar ist matiirlich auch @4 durch die Strémung hervorgebracht, indem die
Verteilung (6) und damit das Auftreten eines Konzentrationsgefalles d o/d & letzten Endes
auf das_Vorhandensein der Strémung zuriickgeht.

Wihrend die Teilgeschwindigkeit ¢, durch (1) gegeben ist,
[idsst sich dp am einfachsten durch Gleichsetzen von (4) und (8)
gewinnen. Man erhilt dann:

1 do dlno

(9-Diff= - Dtot? L) ==t —ag (allgemein) (9)

Das Bestehen dieser Beziehung folgt auch sogleich aus der Uberlegung, dass die
Anzah} der Teilchenachsen, die sekundlich infolge Diffusion durch die Winkellage treten,
einerseits gleich & e+ 0 ist, andererseits aber auf Grund des Diffusionsgesetzes auch gleich
—D,,; do/d? sein muss. Die Gleichsetzung liefert sofort die Beziehung (9).

Fiir die tatsichliche Rotationsgeschwindigkeit ergibt sich im
weiteren aus (1), (8a) und (9):
dlno (Hantelmodell,

dd Stabchen)

Die Kenntnis der Verteilungsfunktion (6) gestattet nicht nur,
wie wir schon gesehen haben, J.; z. B. mit Hilfe von (8b) sofort an-
zugeben, sie ist auch vdllig hinreichend, um die an der Lsung zu
beobachtende Stromungsdoppelbrechung anzugeben, wenn die
optische Anisotropie der einzelnen Teilchen gegeben ist (1. ¢. I und II).

B =—qsin®*d-D, (8b)

¢) Erster (unvollstindiger) Ansatz zur Berechnung der
Viskositat.

Um eine wenigstens annihernde Bestimmung des Einflusses
suspendierter Stibchen oder Hantelmodelle auf die Viskositdt einer
Lésung zu erhalten, wurde . ¢. I auf nachstehende 3 Hauptpunkte
hingewiesen:
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1. Damit sich ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit v, durch
eine Flissigkeit, deren Viskositit gleich 7, sei, bewegt, muss auf das
Teilchen eine Kraft

f=Rvy (16)
wirken. R ist dabel ein Reibungsfaktor, welcher von der Form und
Grosse des Teilchens, gegebenenfalls anch von der Orientierung des Teil-
chens zur Translationsrichtung abhingt; insbesondere ist fiir Kugeln

R=6mnq,r (11)
wenn r der Kugelradius ist; da ferner die Arbeitsleistung pro Sekunde
gleich dem Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit ist, ist die Ar-
beitsleistung, welche pro Sekunde aufzubringen ist, damit ein Teil-
chen mit der Relativgeschwindigkeit v,, durch die Fliissigkeit
bewegt werden kann, im allgemeinen Fall gleich

% =R v%r*l
Im Spezialfall einer durch die Fliissigkeit bewegten Kugel ist also
wegen (11):

(allgemein) (12)

dA 2
P Ganyrvy, {Kugel) (13)

2. Den Hantelmodellen, welche unter dem Winkel & zur Stri-
mungsrichtung orientiert sind, wird durch die Stromung die Dreh-
geschwindigkeit (1) und damit jeder Kugel gegeniiber der sie um-
gebenden Flissigkeit die Relativgeschwindigkeit (2) aufgezwungen.
Einsetzen von (2) in (13) ergibt fiir ein einzelnes Hantelmodell, d. h.
fiir die beiden im Modell enthaltenen Kugeln zusammen:

daA 2 s 0 i o o Hantelmodell,
P 2-6nnyrvoy=3nn,rS*q*sin®$ cos? P ﬁmvollstindig)

3. Da es nach (3) pro Kubikzentimeter Lésung o(&#) d ¢ Teilchen
gibt, deren Orientierungswinkel zwischen & und ¢ + d & gelegen ist,
80 ist deren Beitrag zu der pro Sekunde in Wirme verwandelten
mechanischen Energie gleich

dE = p(8)

(14)

dA (D)
dt
Durch Summierung iiber alle Winkelbereiche zwischen ¢ = 0 und
¥ = 2 n ist allgemein die auf Grund der Anwesenheit suspendierter
Teilchen pro Sekunde in Wéirme verwandelte mechanische Energie
gleich

dég

2n
E _—_—/9(0) dﬁiﬂ) d# (allgemein)  (15)
0

Fir eine Suspension, welche G Hantelmodelle pro Kubikzentimeter
enthilt, wird also auf Grund von (14)

2=
1 — . 202 a2 2 {Hantelmodell,
E /9(19) 37an,r-82q%sin?dcos*>Hdd anvollstindig) (16)
0
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wobei ¢(#) aus (6) einzusetzen ist. Die Ausrechnung des Integrals (16)
ergibt in erster Niherung

3n

8
und bei Beriicksichtigung der nichsten Nidherung

(Hantelmodell, unvollstindig;

E= kleines Stromungsgefille)

r G 82, g2 (17

E— % r G Sty ¢ [1 . 1 5 ] (Hantelmodell, unvollstindig;

g %ot mittleres Strémungsgefille) (18)

Um die gesamte pro Kubikzentimeter Losung pro Sekunde in Wirme
verwandelte mechanische Energie zu bekommen, hat man zu (17)
bzw. (18) den Betrag 7,q? hinzuzuzéihlen; 5,q? ist der vom Losungs-
mittel allein (auch in Anwesenheit suspendierter Teilchen) her-
rithrende Anteil der Wirmeentwicklung. Die Summe der genannten
Anteile ist gleich 5q? zu setzen, wenn » die insgesamt an der Lésung
zu beobachtende innere Reibung ist. Wir haben also bei Beriick-
sichtigung der Nédherung (17):

(Hantelmodell,

= 7+ 87 rG RS2
=TT g N unvolistindig)
oder, wenn wir in iiblicher Weise die spezifische Viskositit

A=

Wy

ep

definieren :
(Hantelmodell, unvollstindig; (19)

_3a Gs:
Mep= g TV kleines Strémungsgefille)

Bei Berlicksichtigung der nichsten Néiherung (18) wird ent-
sprechend genauer:

_ Egl LGS [1 . 1 o2 (Hantelmodell, unvollstandig; (20)

"sp 8§ T Dt] mittleres Stromungsgefille)

Wir werden sehen, dass die spezifische Viskositit von Stiabchensolen
unter bestimmten Voraussetzungen und bis auf einen konstanten
Faktor ebenfalls durch (19) und (20) gegeben ist.

Da wir uns in erster Linie fiir die Abhingigkeit der Viskositit
vom Stromungsgefille q interessieren, betrachten wir die Beziehung
{20). Da oy nach (6a) oder (6b) proportional q ist, wihrend die
iibrigen Grossen auf der rechten Seite von (20) von ¢ unabhingig
sind, sagt offenbar (20) aus, dass die spezifische Viskositit einer
Suspension von Hantelmodellen unter den in diesem Abschnitt unter
Ziffer 1 bis 3 beschriebenen Annahmen gleich ist

Nep = a+bgq? (20a)

wo a und b positive Konstanten sind; d. h. 7z, muss mit steigen-
dem Stréomungsgefille q zunéchst zunehmen; erst bei noch
stirker ansteigendem Stromungsgefille (Beriicksichtigung noch hé-
herer Ndherungen) wiirde ein Maximum und hernach eine Abnahme
von 7, zu erwarten sein.
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Dasselbe wird sich, wenn die Annahmen 1 bis 3 sinngemiss bei-
behalten werden, auch ergeben fiir Sole, welche starre Stébchen,
Ellipsoide oder Fadenmolekel enthalten. Fiir Fadenmolekellosungen
ist diese Folgerung bekanntlich im Widerspruch mit der Erfahrung.

d) Vervollstindigter Ansatzzur BerechnungderViskositit.

Der im Vorstehenden unter 1 bis 3 beschriebene Ansatz kann des-
wegen nicht voll befriedigen, weil in Gl. (16) bzw. (14) fiir die Be-
stimmung von v, der im Hantelmodell vorhandenen Kugeln gegen
die umgebende Fliissigkeit der Ansatz (2) beniitzt wurde, welcher
seinerseits voraussetzt, dass die Drehgeschwindigkeit der Stibchen-
achse die durch die Stromung erzwungene Geschwindigkeit &g,
(Gl 1) sei, withrend in derselben Gl. (16) fiir o(#) die Verteilungs-
funktion (6) eingesetzt wird, eine Funktion, die ihrerseits nur be-
stehen kann, wenn die Drehgeschwindigkeit gleich d. = $4, + Fpier
(Gl. 8 und 9) ist. Zwischen der Bestimmung der Relativgeschwindig-
keit durch (2) und dem Ansatz (6) fiir o(&) besteht also ein Wider-
spruch.

Sachlich erkennen wir die Unvollstdndigkeit des bisherigen An-
satzes besonders gut, wenn wir nach dem Viskositdtsbeitrag der-
jenigen Teilchen fragen, bei welchen der Winkel & (zwischen Teilchen-
achse und Stromungsrichtung) in der Nihe von Null liegt. Fir diese
Teilchen ist nach (1) &g, = 0 und entsprechend nach (2) v, eben-
falls gleich Null. Diese Teilchen wiirden also nach (14) oder
(16) zur inneren Reibung der Fliissigkeit nichts beitragen.

In Wirklichkeit ist aber sehr wohl eine gerichtete Bewegung
der Teilchenachsen in der Umgebung von ¢ = 0 vorhanden.

Im Falle schwachen Stromungsgefilles ist es sogar so: Es ist g4 _  fiir kleine Werte
von g nach Gleichung (6) nahezu gleich g, _ . ferner ist

Fstr; p=0= 05 Ppigr, 9= au=0
Wir erhalten, indem wir dies in (8) einsetzen
29— 0[O+ Ppier; 5=0] = 25 = s [Ostr; 9= 54+ 0] = const

oder:
5 (Hantelmodell, schwaches
Str; &=n/4 Stromungsgefille)

D.h.: Es ist die Drehgeschwindigkeit dp bei 8 =0
infolge Diffusion gerade so gross, wie die dem Teilchen
bei & = nftf durch die Strémung aufgeprigte Drehge-
schwindigkeit dy,. Es ist also ¢y durchaus nicht gegen
P zu vernachlissigen, sondern im allgemeinen von der
selben Grdssenordnung wie dieses. Entsprechendes muss fiir
die diesen Drehgeschwindigkeiten entsprechenden Relativgeschwin-
digkeiten zwischen Teilchen und umgebender Flissigkeit und damit
fiir die Reibungsanteile gelten.

) (21)

Diff; 3 =0
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‘Wir erkennen im weiteren, dass die von der gerichteten Brown’-
schen Bewegung der Teilchenachsen herrithrende Relativgeschwindig-
keit zwischen Kugel und umgebender Flissigkeit immer senkrecht
zur Teilchenachse und damit senkrecht zu vy ; von Gleichung (2)
gerichtet ist. Wir werden diese Relativgeschwindigkeit, vermoge
deren das Teilchen sich transversal zu seiner Lingsachse durch
die Fliissigkeit bewegt, als V., bezeichnen und haben offenbar

Vel tr = % P pige (H:lr;;i;ne?g?ll, (22)

Man koénnte nun allerdings zu der Annahme neigen, dass die
infolge einer Diffusion erfolgende Drehbewegung der Teilchenachse
nicht zu einer Wiarmeentwicklung und damit nicht zu Reibung Anlass
geben wiirde, indem ja die Drehbewegung durch Brown’sche Be-
wegung ganz freiwillig erfolgt.

‘Wir konnen aber an einem Modellversuch leicht feststellen, dass
eine solche Vernachlissigung nicht statthaft wire.

‘Wir betrachten zu diesem Zwecke eine Gesamtheit von G Magnet-
nadeln, welche sich in einem Medium von der Viskositit 5 befinden;
jede von ihnen sei um den Schwerpunkt, welcher réumlich festge-
halten wird, drehbar. Bei Abwesenheit eines fusseren Magnetfeldes
werden sich die Achsen statistisch verteilen. Legen wir ein Magnet-
feld an, so werden sich die Achsen, sofern die Brown’sche Bewegung
nicht allzu stark ist, in die Feldrichtung einstellen, wobei natiirlich
die mit der Achsendrehung verbundene Reibung zu itberwinden ist?).
Sind die Teilchenachsen im magnetischen Felde orientiert und lassen
wir anschliessend das magnetische Feld wieder auf null sinken, so
werden die Teilchenachsen wieder in die frithere statistische Rich-
tungsverteilung zuriickkehren, und zwar freiwillig infolge
Brown’scher Bewegung. Es findet jetzt eine gerichtete Brown’-
sche Bewegung aus dem orientierten Zustande in einen statistisch
wahrscheinlicheren Zustand statt. Mit dem Ubergang konnte bei
reversibler Fithrung des Prozesses eine Abgabe mechanischer
Energie nach aussen verbunden werden; sie unterbleibt, wenn der
Vorgang durch Diffusionsausgleich, also durch gerichtete Brown’sche
Bewegung zustande gebracht wird; esistalsomitdemDiffusions-
ausgleich eine Entropiezunahme und entsprechend eine
Abnahme der freien Energie, eine Verwandlung von

1) Nebenbei sei bemerkt, dass die mit der Orientierung verbundene Reibungsarbeit
beliebig klein gemacht werden kann, wenn nur das Feld geniigend langsam vom Werte
null auf den Endwert gebracht wird. (Die pro Sekunde und pro Teilchen geleistete Rei-
bungsarbeit ist proportional vfel; die Zeit, wihrend welcher die Geschwindigkeit v
aufrecht erhalten werden muss, um einen Weg a zuriickzulegen, ist gleich a/v_,, also
die Arbeit, welche aufzuwenden ist, damit das Teilchen den Weg a zuriicklegt, propor-
tional &V V?el , d.h. proportional v, also tatsichlich in einem geniigend langsam

anwachsenden magnetischen Felde beliebig klein).
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freier Energie in Wirme verbunden. Die Verwandlung von
freier Energie in Wirme ist dieselbe, wenn die Riickkehr der Magnet-
nadeln aus der orientierten Lage in die frithere einmal durch stati-
stische Krifte (Diffusionsgefille), ein andermal mit derselben Ge-
schwindigkeit durch Federkrifte, welche wir uns an den einzelnen
Nadeln angebracht denken, bewirkt wird. Das heisst: Eine durch
ein Konzentrationsgefille veranlasste Relativbewegung
eines Teilchens gegen die umgebende Fliissigkeit ist,
was die Verwandlung von freier Energie in Wirme be-
trifft, genau gleichwertig mit einer z. B. durch Feder-
krifte veranlassten Relativbewegung des Teilchens ge-
gen die Fliissigkeit.

Wir konnen itbrigens dasselbe auch fiir die freie Diffusion eines in einer Fliissigkeit
gelosten Stoffes feststellen: Es sei in einem Geféss linker Hand (Fig. 2) eine Konzen-
tration ¢, in einem Gefiss rechter Hand eine Konzentration ¢,~~4 ¢, vorhanden. Die bei-

den Gefisse seien durch eine Schicht von der Linge h und dem Querschnitt 1 ¢m? ver-
bunden. In der Schicht h herrscht infolgedessen ein Konzentrationsgefille

de 4oy

dx h

Fig. 2.

Die pro Sekunde von dem ersten in das zweite Gefiss beférderte Substanzmenge ist
dabei, wenn D der Diffusionskoeffizient des geldsten Stoffes ist, in Mol.pro Sekunde
gleich
dn Ade,
— = - 2
@~ P (23)
Da diese Substanzmenge von ¢, auf die Konzentration ¢,~— ¢, gebracht wird, entspricht
dies einer Abnahme der freien Energie pro Sekunde vom Betrage
dF dn ¢, Adey

& RTS8 RT
at ATyl =BT g

Andererseits gilt offenbar in der Schicht h zwischen der mittleren Geschwindigkeit v,
mit der der geloste Stoff von links nach rechts wandert, der Konzentration ¢, und der
Grosse dn/dt die Beziehung:

dn 4 1 dn
FrE Vel €1 oaer Vel = EF

Ferner gilt bekanntlich zwischen der Diffusionskonstante D und der Geschwindigkeit z,

welche ein Teilchen unter der Wirkung der Kraft 1 Dyn erhilt, die Beziehung D = u-kT.

Die Kraft &, welche notwendig ware, um dem Teilchen auf rein mechanischem

Wege die Geschwindigkeit v_,; von Gl. (25) zu erteilen, ist daher offenbar gleich
Vrel _ . kT

R:_#_“_vrel D

Dln(1+fi)»_~RTihC‘—)iD (24)

C1 C1

(25)

(26)
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Nun befinden sich in der Schicht h (Fig. 2) Ny ¢, h Teilchen, von denen jedes im Mittel
die Geschwindigkeit (25) besitzt; wegen (26) ist dann die an jedem Teilchen pro Sekunde
geleistete Arbeit gleich & vy = v2,-kT/D; fiir alle in der Siule h befindlichen Teilchen
zusammen wird also die pro Sekunde zu leistende Arbeit gleich

dF g2 kT RT , .
‘—d‘g‘:clhh rel_l)hzcl.h—]j—v;«l (27)
und dies ist wegen (25) und (23) gleich
dF RT 1 dn h RT (dc,)? (dey)? o
Tdy T ek D (dt) cg D n* he, b (28)

und dies ist mit (24) identisch. Zusa.mmen genommen heisst dies aber: Die pro Sekunde
in der Anordnung Fig. 2 verschwindende freie Energie ist genaun gleich
der mechanischen Energie, welche wir aufwenden miissten, um jedem
der in der Diffusionssidule h befindlichen Teilchen auf mechanischem
Wege diejenige Geschwindigkeit zu erteilen, welche es im Mittel unter
Wirkung des Diffusionsgefilles und auf Grund der dem Medium eigenen
Diffusionskonstante annimmt. Auch hier ist die bei der Diffusion erfolgende
gerichtete Brown’sche Bewegung, was die Verwandlung von mechanischer Energie in
Wirme betrifft, genau gleichwertig mit einer dem Teilchen durch irgendwelche dussere
Krafte aufgepragten gerichteten Bewegung.

Es kann hiernach keinem Zweifel unterliegen, dass in stromenden
Suspensionen die auf gerichtete Brown’sche Bewegung der Teilchen-
achsen zurickgehende transversale Relativhewegung (22) bei Er-
mittlung der Reibung ebenso wie die radiale Relativhewegung (2)
beriicksichtigt werden muss.

Der vollsténdige Ausdruck fiir (he durch die beiden Kugeln des
Hantelmodells zusammen pro Sekunde in Wirme verwandelte
mechanische Energie heisst also anstatt (14)

dA 2 (Hantelmodell,

dt rel,r T Vrel, tr] vollstandig)
Dabei ist v, . fiir das Hantelmodell weiterhin aus (2), vy ¢ aber
aus (22) zu entnehmen; das in (22) vorkommende &y, wiederum
ist aus (9) zu bestimmen. Es folgt dann:

dA . ‘dino)\* (Hantelmodell
h — 2 2 2 = = ? :
o =37 T q*8?sin® # cos® P+3a S2DI ( 5 ) vollstandig) (30)

=26z ,r[v (29)

Strémungsanteil Diffusionsanteil
Es muss also fiir jedes Teilchen bei der Berechnung der pro Sekunde
in Wirme verwandelten mechanischen Energie zu dem im letzten
Abschnitt (¢) allein berlcksichtigten Stromungsanteil als zweiter
Summand der Diffusionsanteil hinzugefiigt werden.
An die Stelle von (16) fiir die pro Sekunde pro em?® Losung in
Wirme verwandelte mechanische Energie tritt infolgedessen:

2 2n

"dA R
E = T (ﬂ)dﬁ:f2'6ﬂ%r[v;el.r'*vgel,u-]?(ﬂ)dﬁ
0
2n a1 .
a 2 noy* )
=./‘37z [ S2sin? # cos? ¢+ S* Drot(‘ﬁ"') }Q(ﬁ)d{} (31)
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Setzen wir ferner die durch (6) gegebene Verteilungsfunkfion p(%)
in (31) ein und entnehmen D, aus (5), so folgt nach Ausrechnen der
beiden Integrale in erster Néherung anstelle von (17)

_3=n 2 5 (Hantelmodell, vollstindig;
E=—rGS8nq kleines Stromungsgefille)

Bei Beriicksichtigung der folgenden Naherungen ergibt sich anstatt
(18)

E =

(32)

3n 1 o 173 ] (Hantelmodell, vollstindig; (33)

. G8*noq* |1~ z “r0t+§§Z *rot~ mittleres Stromungsgefille)
Geht man nun in der im Anschluss an (18) gezeichneten Weise zur
spezifischen Viskositéit iiber, so folgt aus (32):

= S0t e e o0
Aus (33) erhilt man die an die Stelle von (20) tretende entsprechend
genauere Beziehung:

1 o 173, . (Hantelmodell, vollstandig;

3z N 2 _ =
s N 381 “rot mittleres Strémungsgefiille) (35)

Nsp =

2

Der Vergleich der Ausdriicke (19) und (34) lisst erkennen, dass
der vervollstindigte Ansatz (31) einen genau doppelt so grossen
Wert fiir die spezifische Viskositdt einer Losung von Hantelmodellen
liefert als der unvollstindige Ansatz (16).

Ahnliche Feststellungen werden wir bei der Betrachtung von Stabchen- und Ellip-
soidsuspensionen machen. Besonders fiir die Ellipsoidsuspensionen sind vor allem von
Llisenschitzl), (futh?), Burgers®) und Peterlind) Gleichungen zur Viskositiitsberechnung
entwickelt worden. Siehe auch Ansiitze fiir anders geformte Teilchen®). Alle diese Ar-
beiten stellen einfache Ubertragungen der von W. Kuhn (L. c. I) erstmals gegebenen
und zum unvollstindigen Ansatz fithrenden Uberlegung auf die entsprechenden Fille
dar. Diese Beziehungen, auf die wir weiter unten noch zuriickkommen werden, weisen
daher alle einen Fehler von rund 1009, auf.

Da sich ein Fehler im Zahlenfakfor bei der Interpretation von
vergleichenden Messungen (polymerhomologe Reihen usw.) heraus-
hebt und da die absoluten Dimensionen und die genaue geometrische
Beschaffenheit von Kolloidteilchen meist ungenau bekannt sind, wird
indessen eine experimentelle Priifung des Zahlenfaktors immer eine
schwierige Sache bleiben.

Leichter priifbar sind dagegen die Aussagen iiber die Abhingig-
keit der Viskositit vom Stromungsgefille. Hier fiihrt der vervoll-
standigte Ansatz zu wesentlich anderen Aussagen als der unvoll-
stindige Ansatz. Im Gegensatz zu der frither erhaltenen Beziehung
(20) entnehmen wir der durch die vervollstindigte Uberlegung ge-
) R. Eisenschitz, Z. physikal. Ch. [A] 163, 133 (1933).

2) E. GQuth, Koll. Z. 74, 147 (1936); Koll. Z. 75, 15 (1936).

) J. J. Burgers, Second Report on Viscosity and Plasticity. Verh. Akad. Amster-
dam (1. Sec.) [4] 16, 113 (1938).
4y 4. Peterlin, 1. c. ferner Peterlin und Stuart, Z. Physik (12, 129 (1939).

%) M. L. Huggins, J. Phys. Chem. 42, 911 (1938) 43, 439 (1939).

.

©
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wonnenen Gleichung (35), dass die Viskositit einer Suspension von
Hantelmodellen mit steigendem Stromungsgefille nicht zu-, sondern
abnehmen muss. Wenn a und b dieselben positiven Konstanten
wie in (20a) bedeuten, wird jetzt

Ngp = 2a—8b-q* (35a)

Daraus ist die Abnahme von 7, mit steigenden Werten von g sofort
ersichtlich.

Dieselbe Feststellung einer Abnahme der Viskositit mit zunehmendem Strémungs-
gefille wird sich auch an Losungen starrer Stéabe und Ellipsoide ergeben. Wie schon kurz
erwihnt wurde, steht dies in Ubereinstimmung mit der Erfahrung und im Gegensatz
zu dem Ergebnis von Peterlin'), der die durch die Brown’sche Bewegung verursachte
Relativgeschwindigkeit nicht beriicksichtigte und daher eine anfingliche Zunahme der
Viskositat mit dem Stromungsgefille fiir eine Suspension langlicher Ellipsoide voraussagte.

Die Niherungslosung (35) gestattet im iibrigen die Berechnung
des Viskosititsabfalls nur im Bereiche von ziemlich kleinen Werten
der Grosse «, und damit auf Grund von (6a) bei bescheidenen Werten
des Stromungsgefilles q. Um auch fiir mittlere Werte von a,, eine
Aussage iiber die zu erwartende Strukturviskositdt zu erhalten,
benétigen wir eine Losung der Differentialgleichung (4), welche im
Gegensatz zu (6) auch fir mittlere Werte von a, giiltig ist.

7Zu diesem Zwecke machen wir fiir die Verteilungsfunktion ¢(#)
den Ansatz:

G T < .
0= g |1+ (ansm2nz9+bncos2nr9)] (36)
L n=1
In (36) ist der Bedingung bereits Rechnung getragen, dass

4

/Qda:G

. 0
sein muss.

Aus (4) und (36) folgen zur Koeffizientenbestimmung die Glei-
chungspaare:

—2nan‘2arob bn+°‘r0t bn——-1+arot bn+1= 0 (87a)

-2 nbn'{"2 %ot ¥n " Frot n— 17 %ot dn 41T 0 (37h)
Es zeigt sich, dass durch Abbrechen der in (36) stehenden Summe
bei n = 2 eine bis etwa zu «,,; L 3 gut brauchbare Losung erhalten
wird. Durch Auflosung des Gleichungssystems (37a, b) unter dieser
Bedingung ergeben sich die Koeffizienten a,, b,, a,, b, zu:

%rot (38a)

8= 2 )
142 1+ 1 %ot 1‘15/8_°fr13j_
TO! ¢ TO

2
3/3 %ot

Ay = —————— 2,
2 3 2
1+3fgar,,

1 A. Pelerlin, 1 c.
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D
a; 2
1+ 3/, oot N

by = a g a1y (38¢)

1+3/gas,

2 1-3/5a2
by=— ;"" e s ;"‘ (38d)

1+3ga,
In diesem Falle ist also ¢ gegeben durch:
g=3(1-[1+a.lsin2z9+blcos219+agsin4z9+bzcos4z?] (38)
7

Fithren wir jetzt den Ausdruck (38) fiir die Verteilungsfunktion p
anstelle des Ausdrucks (6) in (31) ein, so folgt:

1 2
EeSarastpq|i-tp+ g (39)
4 2 4 2 2
Tot
wobei
o2x
. N bo 2
1 / (cos2ﬁ—%sin2#+2i' cos4z9~—2~&—'sin419>
—_ 1 1 1
J_:L 1+a,sin 2 #+b, cos 2 #+a,sin4 F+b, cos 4 ¢ d# (39a)

0

ist. Die Koeffizienten a,, a,, by, b, sind dabei durch (38a, b, ¢, d)
als Funktionen von o, gegeben.

Das Integral J lisst sich z. B. auf graphischem Wege ermitteln.
Das Ergebnis ist aus Fig. 3 zu entnehmen, in welcher J als Funktion
von o,y aufgetragen ist.

7

Y /
i S

.,
0 7 2 3
Fig. 3.
Suspension von Hantelmodellen.
Wert des Integrals J (Definition Gleichung 39a) in Abhingigkeit von «,
37 nrS2 ]

ot

oo 18t nach (6b) gleich q‘——;—— T

Dieselbe Funktion J (amt) tritt auch bei der Beschreibung der Viskositit von Stibchen-
solen auf. Nur ist bei Stdbchensolen nach (43) o , = q- /827, 83k T zu setzen.
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Gehen wir nun in gewohnter Weise von der durch die gelosten
Teilchen pro cm? pro Sekunde in Wirme verwandelten mechanischen
Energie E zur spezifischen Viskositdt iiber, so folgt:

3 i 1 a2 {Hantelmodell,
Tp =g 7T G 5 T byt 5T vollstandig; grosseres (40)
2%t Stromungsgefille)
Da fir q = 0 gilt:
by=0,—t-J—1%
2 a;ot
oder
3n >
Msp; a=0= "3 T G S?, (s-a. Gl 34),
ist auch
Isp 1 1 af (Hantelmodell
= byt — ] Imodell, (41)
Usps q =0 2 4 7 9 “Eot vollstindig)

wenn wir unter 7, ..., die spezifische Viskositidt verstehen, die man
feststellt, wenn die Viskosititsmessung in der Grenze von sehr
kleinem Stromungsgefille vorgenommen wird.

7
EPN
Nspi gm0 \
08 \\
0.6 _[ '\‘-\
04
0,2
i
0 0,5 7 15 2 2,5
Fig. 4.

Suspension von Hantelmodellen. Abhéngigkeit der Grosse ”sp/”sp- a=0 (spezifische
Viskositat bei endlichem Stromungsgefille, geteilt durch den Grenzwert der spezifischen
Viskositat bei verschwindend kleinem Stromungsgefille) in Abhédngigkeit von a_ baw.
vom Strémungsgefille q. [Es ist «,, proportional q, indem nach (6b) gilt
37 382
Frot ™ 44 T T
Genau dieselbe Abhéingigkeit der Grosse Nsp /nsp; a=0 von oy, bzw.von g findet sich
auch fir Suspensionen von starren Stibchen. Nur ist bei Stibchensolen nach (43)
It = 27327, 8%k T zu setzen.]

Da der in (40) eingeklammerte Ausdruck ausschliesslich angeb-
bare Funktionen von o enthilt, 1dsst sich der Quotient 7:,/75,. q -0,
also das Verhiltnis der spezifischen Viskositdt bei erhohtem Stro-
mungsgefille q gegeniiber der spezifischen Viskositdt bei unendlich
kleinem Gefille, fiir ein vorgegebenes o, leicht angeben. Die Gros-
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sen a; und b, sind ja aus (38a) und (38d), der entsprechende Wert
von J aus Fig. 3 zu entnehmen. Man findet auf diese Weise die aus
Fig. 4 ersichtliche Abhingigkeit der spezifischen Viskositdt von der
durch (6a) gegebenen, dem Stromungsgefille q proportionalen
Grosse oy -

Den aus dieser Figur ersichtlichen Verlauf der Strukturviskositit (anfinglicher
parabolischer Abfall mit horizontaler Tangente bei «., = 0, Durchlaufen eines Wende-
punktes und anschliessend weiterem flachen Abfall der Viskositdt mit zunehmendem
Gefalle) werden wir auch bei der Betrachtung von Lésungen starrer Stibchen, Ellipsoide
und Fadenmolekeln wiederfinden. Bei Fadenmolekeln wird uns ein Vergleich mit dem
empirischen Material zeigen, dass sowohl der qualitative Kurvenverlauf, als auch die
theoretisch zu erwartende Grosse der Strukturviskositit in bester Ubereinstimmung
mit den Experimenten steht.

Die vorstehend unter Zugrundelegung der Hantelmodelle durch-
gefiihrte Betrachtung gestattet uns im iibrigen, das fiir das Zustande-
kommen der Strukturviskositit Wesentliche auch ohne Rechnung
qualitativ klar zu machen. Zunichst kénnen wir feststellen, dass die
bei Vernachliassigung der gerichteten Brown’schen Bewegung zu
fordernde Zunahme der spezifischen Viskositdt mit steigendem
Stromungsgefille davon herrithrt, dass dann eine vorzugsweise
Orientierung der Teilchenachsen unter einem in der Nidhe von 45°
liegenden Winkel & erfolgt, einem Winkel, bei welchem nach Glei-
chung (2) v,y , besonders gross ist. Anderseits haben wir gesehen,
dass die spezifische Viskositit im limes q = 0 bei Beriicksichtigung
der gerichteten Brown’schen Bewegung der Teilchenachsen (Gl. 34)
gegeniiber dem unvollstindigen Ansatz, der zu (19) fithrte, genau
verdoppelt wird. Dies wiederum ist deswegen der Fall, weil die
mittleren Betrige von g, und dp im Falle von schwachem
Stromungsgefille etwa gleich gross sind. Bei Mitberiicksichtigung
der gerichteten Brown’schen Bewegung erkennen wir weiter, dass bei
hohem Stromungsgefille im Mittel dy;; gegeniiber &g, zuriick-
treten muss. Tatsichlich stimmt ja in der Grenze von sehr grossem
Stromungsgefille die Verteilungsfunktion ¢(#) mit derjenigen iiber-
ein, welche man erh#lt, wenn die Wirkung der Brown’schen Be-
wegung gegeniiber der Wirkung der Strémungskrifte vernachléssigt
wird. (Die Teilchenachsen stellen sich dann mehr und mehr parallel
zur Stréomungsrichtung). Diesem Zuriicktreten des Mittelwertes von
Opier gegenitber oy, bei hohem Stromungsgefille entspricht das
Zuriicktreten des mit d5; proportionalen Anteiles der gerichteten
Brown’schen Bewegung an der durch die Teilchen erzeugten Rei-
bungswirme. Wihrend also die Mitberiicksichtigung der
gerichteten Browmn’schen Bewegung bei kleinem Stro-
mungsgefille eine Verdoppelung der Reibungsarbeit mit
sich bringt, fallt diese Verdoppelung bei grossem Stro-
mungsgefille weg. Die Erscheinung wirkt sich schon bei mittlerem
Stromungsgefille durch einen Viskositdtsabfall aus, welcher den zu
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Eingang dieser Diskussion erwidhnten anfinglichen Anstieg des
Stromungsanteiles der Viskositédt - iberkompensiert. Dieser Sach-
verhalt ldsst sich an Hand der vorstehenden Formeln quantitativ
verfolgen; er trifft aber inhaltlich auch fiir die weiter unten zu be-
handelnden &dusserlich komplizierteren Fille zu.

§ 3. Viskositidt einer Suspension starrer Stdbchen.

In der mehrmals zitierten Arbeit von W. Kuhn (1. c. I und II)
wurde gezeigt, dass man die hydrodynamischen Eigenschaften eines
starren, langgestreckten Stédbchens der Linge S mit guter Niherung
approximieren kann durch eine Kette von starr miteinander ver-
kniipften Kugeln je vom Radius r, wobei r klein gegen S, sonst aber
beliebig sein kann und wobei der Abstand benachbarter Kugeln
gleich 4 r, die Zahl der Kugeln auf der Strecke S also gleich S/4r
ist (Fig. 5). Wenn man so tut, als ob diese Kugeln einander hydro-
dynamisch nicht beeinflussen wiirden, also auf jede einzelne Kugel
das Stokes’sche Gesetz anwendet, so findet man nimlich, dass der
hydrodynamische Widerstand des Ersatzmodells mit recht guter
Naherung gleich dem eines langgestreckten Ellipsoids ist.

4

>

Strémung
X

Eine genaue Ubereinstimmung lasst sich nicht erreichen, da der hydrodynamische
Widerstand eines langgestreckten Rotationsellipsoids in Wirklichkeit davon abhéingt,
ob z. B. die Translation des Ellipsoids parallel oder senkrecht zur Lingsachse erfolgt.
Genaueres siehe 1. ¢. I, inshesondere S. 13 und 14. Das Ersatzmodell ist so gewihlt, dass
der hydrodynamische Widerstand etwa in der Mitte zwischen dem longitudinalen und
dem transversalen Widerstand' des langgestreckten Ellipsoids liegt. Da die Relativ-
geschwindigkeiten zwischen den einzelnen Teilen des Stabchens und der umgebenden
Flissigkeit, wie wir bei Besprechung des Hantelmodells sahen, ebenfalls teils parallel,
teils senkrecht zur Stabchenachse gerichtet sind, ist die Approximation in Wirklichkeit
recht gut, und sie ist, wie wir noch sehen werden, besser als die, welche man erhalt, wenn
man fiir ein langgestrecktes Ellipsoid genau rechnet, dabei aber die falschen, d. h. un-
vollsténdigen Ausdriicke fiir die Reibungsarbeit (entsprechend Gl. 16 statt 31) verwendet.

8
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Zur Berechnung der Viskositdt einer Losung solcher Teilchen
ist im iibrigen analog vorzugehen wie beim Beispiel des Hantelmodells.

a) Die Verteilungsfunktion der Stibchenachsen.

Wie beim Hantelmodell, hat man auch hier nach der Verteilung
der Teilchenachsen iiber die Orientierungswinkel ¢ zu fragen. In der-
selben Weise wie dort gilt die Differentialgleichung (4), wobei fiir
dg, wiederum der Ausdruck (1) einzusetzen ist, wihrend man fir
D,,. anstelle von (5) den Wert

ot = ;87%% (Stabchen) (42)
als Rotationsdiffusionskonstante des Stibchens zu verwenden hat.
Der Vergleich von (5) und (42) zeigt, dass die Rotationsdiffusions-
konstante eines Stiabchens der Linge S gleich gross ist wie die Rota-
tionsdiffusionskonstante eines Hantelmodells, dessen zwel Kugeln sich
ebenfalls im Abstande S befinden und dabei einen Radius S/24 besitzen.

Die Verteilungsfunktion ¢(¢#) der Stdbchenlingsachsen ist in-
folgedessen auch wieder durch (6, 6a) gegeben, wobei wegen (42) fir
7 g8t

ot = 35~ BT (Stabchen) (43)

[

15

zu setzen ist.

b) Viskositdt bei Zugrundelegung des unvollstindigen An-
satzes. :

Wie bei der Besprechung des Hantelmodells iiberlegen wir uns
wieder, dass einem unter dem Winkel & zur Strémungsrichtung
orientierten Stibchen durch die Stromung eine Drehgeschwindigkeit
(1) und damit einer herausgegriffenen Kugel, die sich im Abstande y
von der Stibchenmitte befindet (Fig. 5), eine Relativgeschwindigkeit
= y-q-sin 9 cos # (44)

vre],r

gegen die sie umgebende Fliissigkeit aufgezwungen wird. Durch

Einsetzen von (44) in (13) ergibt sich fiir die durch die betrachtete

Kugel infolge des radialen Abstromens der umgebenden Fliissigkeit
sekundlich in Wirme verwandelte mechanische Energie

dAy

dt

Fiir die von simtlichen Kugeln unseres Modells sekundlich in

Wirme verwandelte mechanische Emnergie folgt dann nach l.c. I

leicht!):

2

:ﬁnnorvm],r

= 67, ry?q*sin® & cos? § (45)

dA 3 (Stabchen,

=g 8%q?sin® # cos® & unvollstindig) (46)

1) Der Kugelradius fillt dabei bemerkenswerterweise aus der Rechnung; denn
wird z. B. r verkleinert, so verkleinert sich zwar die pro Kugel in Warme verwandelte
mechanische Energie; andererseits aber wichst die das Kettenmodell von der Lange S
aufbauende Zahl der Kugeln (S/4r) an. Aus diesem Grunde konnte r in dem von uns
verwendeten Modell des Stibchens in gewissen Grenzen frei gewihlt werden.
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Der Vergleich von (46) mit dem fiir Hantelmodelle giiltigen
Ausdruck (14) zeigt analog zu der Feststellung, die wir soeben beim
Vergleich der Rotationsdiffusionskonstanten getroffen haben, dass
ein Stdbchen der Linge S hinsichtlich der Erzeugung von Reibungs-
wirme quantitativ gleichwertig ist mit einem Hantelmodell, dessen
Kugeln einen Abstand S und einen Radius S/24 besitzen.

Infolgedessen ergeben sich die weiteren fiir starre Stdbchen
giilltigen Beziehungen einfach dadurch, dass man in den fiir das
Hantelmodell erhaltenen Ausdriicken (16, 17, 18, 19, 20) r = §/24
setzt.

Insbesondere folgt aus (19)

no= ase (Stibchen, unvollstindig,
sy T Bq kleines Strémungsgefille)

bei Beriicksichtigung der nichsten N&herung aus (20):

{47)

T o~ 1 .2 (Stabchen, unvollstindig;
Msp = 64 GS (1+ ! sa"’t) grosseres Strémungsgefille) (48)

wobel o, jetzt aus (43) zu entnehmen ist.

Die Beziehung (47) ist, ebenso wie die ihr entsprechende Glei-
chung (19) in Bezug auf die Abhingigkeit vou G und 8 genau, in
Bezug auf den Absolutwert des Zahlenfaktors aber nur grossen-
ordnungsméssig richtig, indem ja die durch die Diffusionsbewegung
der Teilchenachsen in Wirme verwandelte mechanische Energie
darin nicht beriicksichtigt ist. Aus demselben Grunde kommt die
Strukturviskositit gemiss (48) genau wie gemiss (20) dem Vor-
zeichen nach unrichtig heraus.

¢) Viskositdt bei Zugrundelegung des vervollstindigten
Ansatzes.

Zur Ermittlung des durch die gerichtete Brown’sche Bewegung
der Teilchenachsen verursachten Viskositdtsanteils iiberlegen wir uns,
dass ein unter dem Winkel ¢ zur Stromungsrichtung orientiertes
Stibchenmodell (Fig. 5) eine durch (8a) gegebene tatsdchliche gerich-
tete Rotationsgeschwindigkeit & besitzt. Eine im Abstande y von
der Teilchenmitte befindliche Kugel besitzt daher in dem in Fig. 5
gezeichneten Koordinatensystem eine Geschwindigkeit
rot d(;r‘;@ y
Ihre Richtung steht senkrecht zum Vektor y, tangential zur Be-
wegungsrichtung des Teilchens. Die Bewegung der das Teilchen um-
gebenden Flissigkeit andererseits erfolgt nach der z-Richtung und
hat den Betrag u = q-y-sin . Sie besitzt demgemiss parallel zum
Vektor y (Radialrichtung) die Komponente u, = q-y-sin & cos &,
senkrecht dazu (Tangentialrichtung) die Komponente u, = q -y -sin? &.

Veig = ¥ Poge= —q y sin?4-D (49)
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Die relative Geschwindigkeit v.;—u zwischen Teilchen und um-
gebender Fliissigkeit hat demgemiss eine Radialkomponente
= y-qsin & cos &

Vrel;r
was identisch ist mit (44), und eine Tangentialkomponente

dlnp .
Doy 45 - ¥V Ppig (50}

Veel; =

Die Mitberiicksichtigung der gerichteten Brown’schen
Bewegung hat also zur Folge, dass zur bisherigen, radial
gerichteten relativen Geschwindigkeit (44) eine tangen-
tial gerichtete Komponente vom Betrage y-dp hinzu-
tritt.

Die durch eine im Abstande y vom Teilchenmittelpunkt befind-
liche Kugel pro Sekunde in Wirme verwandelte mechanische Energie
wird jetzt an Stelle von (45) gleich

dA 202 5in? § oos? NELIAN
Y= G”UOT(V?el;r'*'vrzel;t): 67xnyr [y‘q- sm-z?cos-z?-{—Dfoty- (-7“9 ) ] (51)

dt
Wie beim Ubergang von (45) zu (46) ergibt sich daraus fiir die von
simtlichen Kugeln unseres Modells sekundlich in Wirme verwandelte

mechanische Energie:
dA

. lpo\2 5
Tl ':' 7o S3q? sin® & cos® 19+% 7, SPD2 (d n 9) (Stabchen

o6\ dg vollstindig)
Strémungsanteil Diffusionsanteil

Ein Vergleich von (52) mit der entsprechenden fiir das Hantel-
modell giiltigen Beziehung (30) zeigt, dass auch bei Zugrundelegung
des vervollstindigten Ansatzes zur Berechnung der Viskositit die
fiir das Hantelmodell giiltige Formel (30) in die Stdbchenformel (52)
iibergeht, wenn man den Abstand der Kugeln im Hantelmodell
gleich S (Lénge das Stibchens) und deren Radius gleich 8/24 macht.
Einen analogen Sachverhalt hatten wir bei Zugrundelegung des un-
vollstdndigen Ansatzes zur Berechnung der Viskositdt im Anschluss
an die Gleichung (46) festgestellt. Daher erhalten wir durch Ein-
setzen von r = 5/24 in die fiir das Hantelmodell vollstindige Glei-
chung (34) die fiir ein Stdbchensol im schwachen Strémungsgefille
vollstindige Gleichung:

(52)

(Stabchen, vollstindig;
kleines Strémungsgefalle)

b4
Ngp = ET) G S3 (53)

und analog durch Einsetzen in (35) fiir grosseres Stromungsgefille

1 o 173 ] (Stabchen, vollstindig;

I P .
Tsp = 33 GS [1 5 “rpt,+w384 %rot mittleres Stromungsgefille) (54)

wobel jetzt «,,, durch (43) gegeben ist.
Ebenso folgt durch Einsetzen in (40) die auch bei grésseren
Werten des Parameters a,, (bis etwa zu o, = 3) giiltige Beziehung:

af J] (Stabchen, vollstindig;

20t grosseres Stromungsgefalle)
T

AR S S
Tp = g G S [2 Fhit (55)

2¢q
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Darin ist «.,; aus (43) zu entnehmen, und es ist b, die aus (38d), a,
die aus (38a) und J die aus (39a) bzw. aus Fig. 3 bekannte Funktion
von o, (mit dem Zusatz, dass jetzt in allen diesen Funktionen o,
nach (43) gleich

4732 kT

T o 83

zu setzen ist).

Man erkennt auch, dass aus (55) und (53) durch Quotienten-
bildung ebensogut wie friher aus (40) und (34) genau die Beziehung
(41) hervorgeht. Damit ergibt sich auch fiir Stibchensole genau die
in Fig. 4 dargestellte Abnahme von 7y,/9; q=o mMit zunehmendem
Stromungsgefille. Alle in Abschnitt § 2d am Hantelmodell durchge-
fithrten Betrachtungen konnen somit wortlich auf den Fall geloster
Stibechen iibertragen werden.

§ 4. Viskositidt einer Suspension beliebig geformter
Teilchen.

Es ist auf Grund der an den einfachen Modellen gewonnenen
Erkenntnisse nicht schwer, das Problem auf den Fall der Suspen-
sionen beliebig geformter Teilchen zu tbertragen.

Haben wir ein beliebiges Teilchen, an welchem wir auf Grund
der Form oder sonstiger Merkmale eine Achse feststellen konnen, so
wird sich fiir diese Teilchenachse in der stromenden Lésung eine
Verteilungsfunktion finden und die Achse des einzelnen Teilchens
wird unter der Wirkung der Stromungskrifte die Drehgeschwindig-
keiten &y, erhalten. Diese Drehgeschwindigkeiten brauchen mit (1)
nicht iibereinzustimmen (Beispiele fiir gekreuzte Modelle usw. siehe
1. ¢. I insbesondere S. 51f.). &, wird im allgemeinen Fall stets so be-
stimmt, dass die umgebende Fliissigkeit auf das suspendierte Teil-
chen in summa kein Drehmoment ausiibt, dass also die Dreh-
beschleunigung des Teilchens gleich null ist. Den in diesem Falle
vorhandenen relativen Bewegungen zwischen Teilecben und um-
gebender Fliissigkeit entsprechen also Krifte, welche in summaz
radial, parallel zur Lingsachse des Teilchens gerichtet
sind. Diesen Kriften wiederum entspricht ein bei Kenntnis der
Verteilungsfunktion anzugebender Stromungsanteil der pro Sekunde
entwickelten Reibungswirme. Wir werden ihn mit d Ag,/dt be-
zeichnen.

Bei Mitberiicksichtigung der gerichteten Brown’schen
Bewegung der Teilchenachsen iiberlagert sich der bisherigen Be-
wegung eine Schwenkung der Teilchenachsen (d&p;;), Wwelche von
einem dem Teilchen aufgeprigten Drehmoment herzuriihren scheint
und welche somit zu der erstgenannten Relativbewegung
senkrecht steht. Auf Grund der Orthogonalitit der beiden rela-
tiven Bewegungen konnen wir den der zweiten Bewegung ent-
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sprechenden Anteil der Arbeitsleistung unabhingig von d Ag,/dt
berechnen. Er ist gleich
dApiee _ kT 92
dv D, Dt
wenn D, die Rotationsdiffusionskonstante des Teilchens ist.
Fiir die gesamte durch das einzelne Teilchen pro Sekunde ver-
ursachte Reibungswirme erhalten wir also
dA  dAg, dApy,  dAg, kT .2

T Td e T T "LD,c,t19Diff (57)

(56)

Ist wieder p(&) die Verteilungsfunktion der Teilchenachsen in der
stromenden Losung, so wird die pro em? Losung pro Sekunde in
Wirme verwandelte mechanische Energie auf Grund von (15):

2=x 2n

dA 2
E:/ dtS“ g(ﬂ)d0+/;T B 0(9)dd (58)

rot
1§} 0

wobei noch bemerkt sei, dass auch im allgemeinen Fall 9., sobald
die Verteilungsfunktion p(#) bekannt ist, durch Differenzieren
auf Grund der Beziehung (9) erhalten werden kann.

Genau so, wie im Anschluss an Gleichung (15) gezeigt wurde,
folgt auf Grund von (58) fiir die spezifische Viskositét:

“Str “" Ditt
& dﬂ+—/~—————~ 9y d 59
sy = / o(#) ( {59)

Ahnlich wie in den bisher besprochenen Beispielen ist also, weil
nach (57) die Arbeitsleistung aus zwei Anteilen zusammengesetzt ist,
auch die spezifische Viskositidt additiv aus einem Stro-
mungsanteil 7y, g und einem Diffusionsanteil 7y, py z2u
berechnen; wir konnen also setzen

nap nsp Str +77&.p Diff

wobei
2n
1 dAStr
sp; str = _noqu_—dt o(h dé (60a)
0
ist, und
2a 2n
1 dAlef 1 kT .2
Isp; Die = m?/“— )dd = [ B~ Poie 0P dd (60b)
0 0

Wir werden im nfchsten Abschnitt mit der Verallgemeinerung
noch einen Schritt weiter gehen, indem wir anstatt der ebenen Be-
wegung eine Bewegung der Teilchenachsen im dreidimensionalen
Raum verfolgen werden. Die Beziehungen (39) und (60) bleiben
dabei, wie man auf Grund der vorstehenden Uberlegungen sofort
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einsieht, unverindert erhalten. (Es bleiben ja die Relativgeschwindig-
keiten, welche auf Grund der Strémung einerseits, auf Grund der
Diffusionsbewegung der Teilchenachsen andererseits entstehen, unter
allen Umstinden orthogonal zueinander.)

§ 5. Viskositit einer Suspension von Rotationsellipsoiden.

Wenn wir einen Abschnitt {iber die Viskositit einer Suspension
von Ellipsoiden anfiigen und dabei gleichzeitiz von der ebenen zur
rdumlichen Behandlung des Stromungs- und Diffusionsproblems
iibergehen, so sind wir uns klar dariiber, dass dabei nichts grund-
siatzlich Neues zu erwarten ist, indem nur gewisse Zahlenfaktoren,
nicht aber die qualitativen Ergebnisse eine Anderung erfahren werden.

a) Verteilungsfunktion der Hauptachsen von Rotations-
ellipsoiden.

Wir betrachten eine Suspension von Rotationsellipsoiden, in der
ein Stromungsgefille q herrschen soll. Die halbe Figurenachse eines
herausgegriffenen Ellipsoids werde mit a;, die halbe Querachse mit
a;; bezeichnet. Nun legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem
$0 in unsere Losung hinein, dass die Strémungsrichtung zur y-Achse
die Richtung des Strémungsgefilles zur x-Achse wird, wihrend die
z-Achse senkrecht zur Stromungsebene liegt (Fig. 6). Gleichzeitig
denken wir uns die Anfangspunkte der Figurenachsen aller im cm?
sich befindenden Ellipsoide in den Ursprung unseres Koordinaten-
systems verschoben. Die Orientierung eines herausgegriffenen Ellip-
soids kennzeichnen wir durch die Polarkoordinaten y und &. v stellt
dabei den Winkel dar, den die Figurenachse des Ellipsoids mit der
z-Achse einschliesst, & den Winkel zwischen der Projektion der
Figurenachse auf die xy-Ebene und der y-Achse.
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Wie im Faile der Hantelmodelle und der Stdbchen fragen wir
zunichst wieder nach der Verteilung der Partikelachsen iiber die
Orientierungswinkel # und v, die sich infolge der Stromung einerseits
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und infolge der Brown’schen Achsenbewegung andererseits im statio-
niren Zustand einstellen wird. D. h. wir fragen nach der Anzahl
dnw,w+dw= o(B, y)sinypydddy (61)
9, 9+d
von Ellipsoiden, die wir pro cm3 der betrachteten Losung antreffen
und deren Figurenachse mit der z-Achse des Koordinatensystems
einen zwischen y und y + d y liegenden Winkel einschliessen, wihrend
gleichzeitig ihre Projektion auf die xy-Ebene einen im Intervall
% bis ¥ + dJ liegenden Winkel mit der y-Achse bildet.

Zur Beantwortung dieser Frage wird in ganz dhnlicher Weise
vorgegangen wie wir es bei dem in Abschnitt 2 besprochenen Fall
geloster Hantelmodelle gesehen haben. Man erhilt dabei eine der
Beziehung (4) analoge Differentialgleichung, deren Losung im wesent-
lichen von Peterlin') angegeben wurde. Sie lautet:

1 .
g(ﬂ,w):Z; 1+a,, (Esin2 & sin® ’7”)+°‘rot( feos2 @ sin? y

+ L sin4 _2E
i L4

2 . ' ' . .
154—Tcos4ﬁsm“w)+afot(— —9—fsm2ﬁsm2w

4 2 1
2 qi ind — 3 g1 in2 —___f3 g4 in 2 2
+15fsm41‘}sm1p l5fsm21981nw 4f51n2z9sm w cos® p
1
+——f3sm2195m~1,ucos4w——»—f“sm ws1n6u)+a

rob( )+ (62)
wobei:

q p-1 a :
., =———  (62a) f= 1 (62h) p=— (620
Tob T 4 D, pi+1 arr

Dabei berechnet sich mach Gans?) die Rotationsdiffusionskonstante
D, filr gestreckte Rotationsellipsoide (p > 1) zu:

G SR S R It S P <R A (63)

47y-47/3-agad P'—1 2pvpi-1  p-/p*-1

und fiir abgeplattete (p < 1) zu

kT P [1+ 1-2p? \/1‘21}
P p

arc tg
47,473 a 2% 1-Pp* 1-p? °

rot =

rot (64)
b) Unvollstindiger Ansatz zur Berechnung der Viskositit
(Stréomungsanteil).

Nach Jeffery®) ist die pro Sekunde in Wirme verwandelte
mechanische Energie fiir ein Ellipsoid, dessen momentane Orien-
tierung durch # und y beschrieben wird und fiir den Fall, dass die
Brown’sche Achsenbewegung des Teilchens vernachlissigt wird, gleich:

da
df“ = 75 g% 473+ ay a% [A, sin® y sin? 2 H+ A, cos? p+ A, sin® y] (65)
1) 4. Peterlin, 1. c. 2) R.(Gans, Ann. Phys. 86, 628 (1928).

3) G. B. Jeffery, Proc. Roy. Soc. [A] 102, 161 (1922).
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Darin sind A,, A, und A; komplizierte Funktionen des Achsen-
verhiltnisses p, die etwa der Arbeit von Eisenschitz (1. ¢.) entnommen
werden konnen. Aus (65) und der in Verallgemeinerung von (60a)
giltigen Gleichung 2

T

1 dAg, .
Tsp; Str = 7%—(17/ “dr (v, #)sinpdSdy (66)
#=0 p=0
ergibt sich dann sofort durch Integration die spezifische Viskositit
des Sols, welche man bei Vernachlissigung der gerichteten Brown'-
schen Achsenbewegung der Ellipsoide erwarten miisste.
Man findet fiir kleines Stromungsgefille:
{Ellipsoide, unvollstindig,

4 1 2
|15 At E) At 3 A kleines Stromungsgefille)

(67)

Tsp
wobel
@ = G-47/3 2 a3 (67a)
ist, also das Volumen der pro em? gelosten Substanz darstellt. In den
Figuren 7 und 8 ist fiir langliche bzw. abgeplattete Rotationsellipsoide
die durch (67) ausgedriickte Abhingigkeit der Grosse 7,,/¢ in Funk-
tion des Achsenverhiltnisses p als gestrichelte Linie (Kurve 1) ange-
geben. (Die ausgezogenen Linienziige (Kurven 2) der Fig. 7 und 8
geben dagegen die durch den vervollstindigten Ansatz erhaltenen
Werte von 7,/¢ wieder).

36
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Fig. 7.

Suspension linglicher Rotationsellipsoide. ‘r]sp/(p (spezifische Viskositit, geteilt durch das
in einem cm?® der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) in Abhangigkeit
vom Achsenverhéiltnis'p und unter Voraussetzung von sehr kleinem Strémungsgefille
(limes q = 0). Kurve 1: Der,,Stromungsanteil’’, welcher sich ergibt, wenn der Einfluss der
gerichteten Brown’schen Bewegung der Teilchenachsen auf die Wirmeerzeugung in der
Suspension vernachlissigt wird. Er wurde in den bisherigen, insbesondere den S.108
zitierten Arbeiten allein und ausschliesslich beriicksichtigt. Kurve 2: Viskositit unter
Mitberiicksichtigung des von der gerichteten Brown’schen Bewegung gelieferten Anteils.
Die Differenz von Kurven 1 und 2 zeigt den ,,Diffusionsanteil, d. h. die durch die ge-
richtete Brown’sche Bewegung der Teilchenachsen bewirkte Zerstreuung von freier
Energie. Kurve 3 (punktiert) zeigt den von W. Kuhn im Jahre 1932 1. c. I S. 24, Gleichung
(38) auf Grund einer Niherungsbetrachtung angegebenen Verlauf.
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Fig. 8.
Suspension abgeplatteter Rotationsellipsoide, 7, /¢ (spezifische Viskositat, geteilt durch
das in einem cm3 der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) in Abhéngig-
keit vom Achsenverhiltnis 1/p und unter Voraussetzung von sehr kleinem Strémungs-
gefalle (limes q = 0). Kurve 1: Der ,,Strémungsanteil*. Kurve 2: Viskositit unter Mit-
beriicksichtigung des von der Brown’schen Bewegung gelieferten Anteils.

Fiir sehr langgestreckte Ellipsoide (p > 1) folgt aus (67) die von
Burgers (1. ¢.) angegebene Beziehung:

. p? (langgestreckte Ellipsoide, unvoll-
Usp= P [1’6+ 15(In2p-3/,) } stindig, kleines Stromungsgefille) (68)
fir stark gbgeplattete Scheibchen (p <€ 1) folgt nach Peterlin (1. ¢.):
_ |4 + 4 (stark abgeplattete Ellipsoide, unvoll-
T =P |9 3ap standig, kleines Stromungsgefille)
wihrend fir p =1 die Einstein’sche Beziehung #,, = 2,5 ¢ entsteht.

Fir etwas grosseres Stromungsgefille tritt an die Stelle von (87)
in nichster Naherung:

(69)

4 8/ A +A,+6A
Nsp = Msp; q=0 [1 +mdfotfz 4//15‘./21_,_11/313:2_,_ 3/323
Es bedeutet darin 7. , =, Wieder die durch (67) gegebene in der Grenze
von unendlich kleinem Stromungsgefille zu erwartende spezifische
Viskositiat. Das im Klammerausdruck neben 1 stehende Glied erweist
sich fiilr p > 1 als positiv, fiir p< 1 als negativ. Fiir langliche Ellipsoide
haben wir daher, wie schon in Abschnitt 2 auseinandergesetzt wurde,
nach dieser unvollstdndigen Betrachtungsweise eine anfingliche Zu-
nahme der Viskositit mit wachsendem Stromungsgefille zu er-
warten, wihrend die experimentellen Ergebnisse auf das Gegenteil
hinweisen.
Fiir sehr langgestreckte Ellipsoide (,,Stdbchen‘) ergibt sich ins-
besondere aus (70):

{70)

L1 2 (langgestrecktes Ellipsoid, unvoll-
by Lo standig, mittleres Strémungsgefille) (1)
Diese Beziehung zeigt die bei dieser unvollstindigen Behandlung

zu erwartende Zunahme von 7y, mit dem Strémungsgefille q (o
ist nach (62a) proportional q). Bemerkenswert ist die gute Uberein-

stimmung mit den fir die ebene Bewegung von Hantelmolekeln

Tsp= Msp; q =0
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bzw. Stibchen bei Nichtberiicksichtigung von &p; erhaltenen Glei-
chungen (20) und (48).

Die Ausdriicke (70) bzw. (71) konnen nur im Bereiche beschei-
dener Werte der Grosse oy, (o <€ 1) verwendet werden. Um die
spezifische Viskositdt bei beliebigen Werten von o, angeben zu
konnen, hat Peterlin (1. ¢.) an Stelle von (62) eine fiir beliebige a.,
giiltige Verteilungsfunktion der Ellipsoidachsen gesucht und ist im
iibrigen auf dem eben beschriebenen Weg zur spezifischen Viskositdt
ibergegangen. Auf diese Weise gelangte er zu der in Fig. 9 am Bei-
spiel einer Losung von Ellipsoiden vom Achsenverhédltnis p = 8 durch
den gestrichelten Linienzug veranschaulichten Abhéingigkeit der
spezifischen Viskositit von o, also vom Stromungsgefille. {Auf
Grund des nun durchzufithrenden vervollstindigten Ansatzes tritt
der ebenfalls aus Fig. 9 ersichtliche ausgezogene Kurvenverlauf an
die Stelle des gestrichelten).

Fig. 9.
Léngliche Rotationsellipsoide vom Achsenverhiltnis p = 8. gpl P (Spezifische Viskositit,
geteilt durch das in einem em? der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz)
in Abhangigkeit von a g, , bzw. vom Strémungsgefille q. (Es ist o, =q/4¢ D, und D
aus (63) zu entnehmen). Kurve 1: Der ,,Str6mungsanteil” mit einer bei steigendem Stro-
mungsgefille zundchst ansteigenden Viskositat. Kurve 2: Viskositit unter Mitberiick-
sichtigung des von der gerichteten Brown’schen Bewegung gelieferten Anteils. Die
Differenz der Kurven 1 und 2 gibt den von der gerichteten Brown’schen Bewegung ge-
lieferten Anteil; er betragt bei kleinem Strémungsgefalle bei a,, = 0 mehr als 100%
vom ,,Stromungsanteil* und verschwindet in der Grenze von grossem Stromungsgefalle.

¢) Vervollstindigter Ansatz zur Berechnung der Visko-
sitét.

Die von einem Ellipsoid, dessen Orientierung durch die Koor-
dinaten & und v festgelegt ist, sekundlich in Wirme verwandelte
mechanische Energie ist in Wirklichkeit die Summe des Stromungs-
anteils (65) und eines Diffusionsanteils (56). Die in (56) vorkommende
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Diffusionswinkelgeschwindigkeit, dort als #p; bezeichnet, ist im
vorliegenden riumlichen Problem, wo wir sie o nennen wollen,
anstatt durch (9) gegeben durch die Beziehung

. dln@)z ( dlnog )1
w_—DrOt]/( dy | +\sin1pdz’7“ (72)
Es wird daher:
% = 7, q2~}~3£— - ag a%I [A, sin? v sin? 2 4+ A, cos® p+ A, sin? y]
dlng\® dlng \* (Ellipsoide,
+ KT Dy [( dy ) * ( sinyd # ) ] vollstindig) (73)

Um den Ubergang zur spezifischen Viskositdt vorzunehmen,
haben wir, in Verallgemeinerung von (59) zu setzen:

2r E1
1 dA .
ey = _nqu,/ /W o (v, ®)sinyd#dy (74)
G=0 p=0

Da o(#, y) durch (62) und dA/dt durch (73) gegeben sind, ist die
Bestimmung von #,, cine einfache aber mithsame rechnerische Auf-
gabe. Man erhilt so fir kleines Stromungsgefille anstatt (67):

4 1 2 GkT 2
Tp =P [Ts“ Aty aty Aﬂ} T Dy

(75)

Durch Einsetzen der Ausdriicke (63) bzw. (64) fir D, folgt daraus
unter Verwendung von (67a)

4 1 2
ﬂspzfp[TB—A1+§*A2+—3—A3+B] (76)

wobei fiir lingliche Ellipsoide (p > 1)
E. pt-1 f2

B= = (76a)

5 pf 14 2p2—1__ln p+Vpi-1

2pvp*~1  p-+p*-1

fiir abgeplattete Ellipscide (p < 1)
2 1-p* f2

== 76b
B=73 p* 1-2p? 4/1-p? (765)

1+—————arctg ———

2pv1-p? P

Die durch (76) ausgedriickte Abhingigkeit der Grosse =4 /¢ vom
Achsenverhiltnis ist in den Figuren 7 und 8 fir lingliche bzw. abge-
plattete Ellipsoide zu entnehmen (ausgezogene Kurven).

Fiir sehr langgestreckte Ellipsoide (p > 1) ergibt sich an Stelle
der Burgers’schen Beziehung (68):

—ol1e +P_2 1 + 1 (langgestreckte Ellipsoide, voll- (77
K 5 \3(nzp—73/,) In2p-1,/| standig,kleines Strémungsgefille)
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Fur stark abgeplattete Scheibchen (p <€ 1) folgt aus (76) an Stelle
der Beziehung von Peterlin (69):

S . 32 (stark abgeplattete Ellipsoide, voll-
lsp = P19 " 157 p| sténdig, kleines Stromungsgefalle)

(78)

Bei nicht mehr zu vernachlissigendem Stromungsgefille ist in
erster Niherung:

4 1 2 ) 4 Bl A +A,+6A
=@ At Agt 5 Ag) (L4 ol 2 P31 2T O
G [(10 At 3 e+ 3 A3)< * 945 “rot 4/15A1+1/3A2+2/3A3)
Stromungsanteil

+B(1-im2 {79)

{1+ 601 f'})J {Ellipsoide, vollstandig,
y rot

1120 mittleres Gefille)
Diffusionsanteil

Der vom Diffusionsanteil herrithrende mit «2,, multiplizierte (also
mit g2 proportionale) Term ist Stets einige Male grosser als der ent-
sprechende vom Stromungsanteil herrithrende. Daher ergibt (79) so-
wohl fiir lingliche wie fiir abgeplattete Ellipsoide eine Abnahme
der Viskositit mit zunehmendem Stromungsgefille, was, wie gchon
mehrmals erwihnt, mit den empirischen Ergebnissen Uibereinstimmt
Nur fiir p. = 1 (Kugel) folgt aus (79), dass 7, unabhingig vom vor-
handenen Strémungsgefille und gleich 2,5 ¢ ist (Einstesn’sche
Formel).

Fiir sehr langgestreckte Ellipsoide (Stibchen) ergibt sich aus (79):

1-% 1,09 o2 {80)

o (langgestrecktes Ellipsoid,
'/sp~ ’7sp; q=0 ( Tot

vollstindig, mittleres Gefille)
was mit (54) praktisch genommen tbereinstimmdt.

Um die Viskositdt bei grosseren Werten von e, bei denen (79)
nicht mehr anwendbar ist, ebenfalls angeben zu konnen, iiberlegen
wir uns folgendes: Mit wachsendem o, fillt die spezifische Viskosi-
tidt zunichst gemiss (79) (bzw. (80), (35) und (54)) parabolisch ab
(punktierte Linie in Fig. 9). Bei sehr grossen Werten von q (und «,)
muss sie anderseits asymptotisch in die ohne Beriicksichtigung des
Diffusionsanteils von Peterlen erhaltene und in Fig. 9 gestrichelt
gezeichnete Kurve 1 iibergehen. Nach dem in § 2 Gesagten muss
némlich bei sehr grossem Stromungsgefille der Einfluss der Brown’-
schen Bewegung und damit der Diffusionsanteil der Viskositit ginz-
lich verschwinden. Auf Grund dieser Grenzbedingung lasst sich der
Kurvenverlauf ohne grosse Unsicherheit angeben. Fiir eine Suspen-
sion von Rotationsellipsoiden vom Achsenverhiltnis p = 8 erhilt
man so die ausgezogene Kurve 2 in Fig. 9.

Die Figuren 10 und 11 geben fiir einige weitere Werte von p die
auf dem eben beschriebenen Wege gefundene Abhingigkeit der spe-
zifischen Viskositit von o, wieder. Sowohl fiir lingliche (Fig. 10)
wie fiir abgeplattete Ellipsoide (Fig. 11) ist eine betrichtliche Ab-
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nahme der Viskositit mit zunehmendem ., also wachsendem Ge-
fille, zu erkennen.

_—

& ror

0 2,5 5 75 10

Fig. 10.
Suspension langgestreckter Rotationsellipsoide. Tsp/® (spezifische Viskositit, geteilt

durch das in einem cm? der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) fir
verschiedene Achsenverhiltnisse p in Abhingigkeit von «_,, bzw. vom Stromungsge-

fille q. Es ist o = q/4 D und D_, aus (63} zu entnehmen.

Fig. 11.
Suspension abgeplatteter Rotationsellipsoide. 7, /p (spezifische Viskositit, geteilt durch
dag in einem cm3 der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) fiir verschiedene
Werte des Achsenverhiltnisses 1/p, in Abhéngigkeit von o, bzw. vom Strémungs-

gefille q. Es ist « q/4 D, und D, aus (64) 2u entnehmen.

rot

In den vorliegenden Ausfiihrungen haben wir uns mit der
Viskositiat von Losungen starrer Teilchen befasst. In einer nachfol-
genden Arbeit werden wir iiber die Viskositétserscheinungen an
Losungen beweglicher Teilchen (Fadenmolekel) berichten. Dabei
wird sich Gelegenheit bieten, die hier entwickelten Zusammenhénge
mit den empirischen Ergebnissen zu vergleichen und dabei, wie
vorweggenommen werden kann, zu bestitigen.
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Zusammenfassung.

Die Teilchenachsen geometrisch anisotroper in einer Lésung
suspendierter Partikel erfahren im Strémungsgefille eine teilweise
Orientierung, welche ihrerseits eine gerichtete Brown’sche Be-
wegung der Teilchenachsen nach sich zieht. Es wird gezeigt, dass
diese gerichtete Browmn’sche Bewegung fiir die Umwandlung freier
Energie in Wirme dieselbe Rolle spielt wie eine in einem konser-
vativen Kraftfeld erfolgende gerichtete Bewegung. Die bisher von
allen Autoren Dbeniitzten Ansitze zur Berechnung der Viskositit
kolloider Suspensionen sind daher unvollstindig, indem der Diffu-
sionsanteil der in der Lésung entwickelten Reibungswirme unberiick-
gichtigt blieb.

Die in der Grenze kleiner Stromungsgeschwindigkeit zu er-
wartende spezifische Viskositdt ist bei Zugrundelegung des vervoll-
stindigten Ansatzes fiir Suspensionen lang gestreckter Teilchen etwa
doppelt so gross als bisher auf Grund des unvollstindigen Ansatzes
berechnet wurde.

Der vervollstindigte Ansatz liefert als Strukturviskositit eine
Abnahme der Viskositidt mit steigendem Stromungsgefille, ein Er-
gebnis, welches mit der Erfahrung in Einklang steht, wihrend der un-
vollstindige (bisher beniitzte) Ansatz fir Sole lang gestreckter Teil-
chen ein unrichtiges Vorzeichen der Strukturviskositit ergeben hatte.

Die quantitativen Beziehungen fir die Viskositdt und deren Ab-
hingigkeit vom Stromungsgefille werden zuerst unter Zugrunde-
legung einer ebenen Bewegung fiir Hantelmodelle und starre Stibchen
und anschliessend allgemein fiir die dreidimensionale Bewegung von
Rotationsellipsoiden angegeben.

Physikalisch-chemisches Institut der Universitit Basel.

11. Triterpene und Pigmente in Bliiten und Friichten?!)
von J. Zimmermann.
(12. XIL 44.)

In einer fritheren Mitteilung!) unter diesem Titel wurde an den
bislang untersuchten Bliiten und Friichten eine Regelmissigkeit im
Vorkommen von Triterpenen und Pigmenten in diesen Pflanzen-
teilen, in dem Sinne festgestellt, dass Oxy-triterpensduren stets mit
Anthocyanen und Triterpen-diole mit Carotinoiden vergesellschaftet
sind, und es wurde auf die Moglichkeit einer Beziehung zwischen
diesen Pigmenten und den funktionellen Gruppen der Triterpene ge-

1) 8. Mitteilung iiber Triterpene; 7. Mitt. Helv. 27, 232 (1944).





