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10. Die Abhangigkeit der Viskositat vom Stromungsgefalle bei 
hoehverdunnten Suspensionen und Losungen 

von Werner Kuhn und Hans Kuhn. 
(30. X. 44.) 

$ 1 Ein le i tung .  
a )  Die S t ruk tu rv i skos i t i i t  be i  Losungen mi t t l e r e r  und  
hoherer  Konzen t r a t ion .  

Beltanntlich ist die sogenannte Strukturviskositat znerst hei kolloiden Losungen 
niittlerer und hoherer Konzentration beobachtet worden; sie tritt dort am auffalligsten 
in Erscheinung und besteht dnrin, dass die Viskositiit vom Stromungsgefalle, welches 
bei der Messung angewandt wird, abhiingt. Bei einer Eisenhydroxydlosung beispielsweise 
beobachten wir bei Anwendung eines kleinen Striimungsgefiilles eine hohe, bei grossem 
Stromungsgefiille eine kleine Viskositat. Es konn dies so weit gehen, dass die ruhende 
Losung zu einem Gel erstarrt, beim Schutteln (Erzwingung eines grossen Stromungs- 
gefalles) aber dunnflussig wird (sogenannte Thixotropie). 

Bei diesen Losungen mittlerer und h(iherer Konzentration ist die Erscheinung 
dadurch bedingt, dass sich in der Losung bei kleinen: StromungsgefLlIe durch Zusammen- 
lagerung der Teilchen fadenformige oder netzartige Aggregate, also lose S t r u k t u r  e n 
bilden, welche die Viskositat heraufsetzen, und dass diese Strukturen bei grosscm Stro- 
inungsgefalle zerstijrt werden ; demit wird dann die Viskositiit entsprechend verkleinert. 
Die Abhangigkeit der Viskositat vom Stromungsgefalle kann auf Grund soleher Vor- 
stellungen in verschiedenen Fallen sogar quantitativ gedeutet werden'). Die fur solche 
LBsungen mittlerer und hoherer Konzentration gultige Erklsrung des Phanomens hat  
dazu gefuihrt, die Abhangigkeit der Viskositat voni Stromungsgefdle aUgemein nls 
S t r u  k t u r v i s  kositii t zu bezeichnen. 

b) S t r u k t u r v i s k o s i t a t  be i  hoch verd i inn ten  Snspen-  
sionen. 

Es ist iiblich geworden, die Abhangigkeit der Viskositat vom 
Stromungsgefalle auch bei hoch verdunnten Suspensionen als S t r u  k - 
t u r v i s k o s i t a t  zubezeichnen, obwohl  bei den  hoch v e r d u n n t e n  
Suspensionen eine D e u t u n g  du rch  S t r u k t u r e n ,  welche 
zerr issen werden konnen ,  n i c h t  mehr  in  F r a g e  k o m m t .  
Die Erscheinungen in Losungen mittlerer Konzentration einerseits, 
in hoch verdiinnten Losungen andererseits haben also n u r  den  
Namen S t ruk tu rv i skos i t i i t  gemeinsam; sie sind in Wirklich- 
keit auf ganz versehiedene Ursachen zuriickzufiihren. 

Wt der qual i ta t i ,ven  u n d  q u s n t i t a t i v e n  D e u t u n g  des 
Effek te s  f u r  hoch v e r d u n n t e  Losungen werden wir uns im 
Nachstehenden befassen. Vorab sei bemerkt, dass die Abhiingigkeit 
der Viskositat vom Stromungsgefiille such bei hoch veraiinnten 
Losungen empirisch darin besteht, dass bei steigendem Stromungs- 

l) Vgl. z. B. W .  Kuhn, Z. physikal. Ch. 161, 1 (1932), insbes. S. 26-31. 
7 
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gefalle eine Abnahme des Reibungskoeffizienten eintritt. Da im 
limes c = 0 eine gegenseitige Beeinflussung der Teilchen nicht mehr 
stattfindet, muss der Effekt nicht durch Strukturenbildung, sondern 
a u s  dem h y d r o d y n a m i s c h e n  V e r h a l t e n  des  e inze lnen  Tei l -  
ch en  s bei wechselndem Stromungsgefalle selbst gedeutet werden. 

Theoretische Bemiihungen in dieser Hinsicht sind, allerdings mit 
negativem Erfolge, z. B. von A .  PeterZilzl) angestellt worden. Wir 
werden sehen, dass das Fehlschlagen dieser Bemuhungen auf eine 
grundsatzlich unzulangliche Berucksichtigung der Brown’schen Be- 
wegung der Teilchen, insbesondere der Teilchenachsen in der stromen- 
den Losung zuruckzufiihren ist. 

Es wird sich zeigen, dass die Strukturviskositat hochverdiinnter 
Losungen bei richtiger Beriicksichtigung der Brown’schen Bewegung 
durch das hydrodynamische Verhalten der Einzelteilchen, und zwar 
quantitativ gedeutet werden kann. Wir werden ferner sehen, dass 
sich die quantitative Behandlung sowohl fiir Sole mit stamen, nicht 
kugelformigen Teilchen (Stabchen oder Scheibchen) durchfuhren 
liisst, als auch f i n  Losungen von Fadenmolekeln mit statistischer 
Knauelgestalt , 

Bei den letzteren werden sich im Auftreten der Strukturvivkositat starke Unter- 
schiede bemerkbar machen : Die Strukturviskositat wird hier um so ausgepragter auftreten, 
je mehr die freie Drehbarkeit der die einzelnen Fadenteile verbindenden Hauptvalenzen 
sterisch oder energetisch g e h e m m t  ist. 

Bevor wir diesen komplizierteren Fall geloster Fadenmolekeln be- 
trachten, beginnen wir mit der Berechnung der Viskositat einer 
Suspension von Modellen, die aus je 3 im Abstand S voneinander 
befindlichen starr verbundenen Kugeln vom Radius r bestehen 
(Hantelmodelle, Fig. 1). Wir werden an diesem besonders einfachen 
Fall das Wesentliche deutlich sehen j eine Verallgemeinerung auf 
den Fall starrer Stabchen, Ellipsoide sowie auf durchspiilte, ent- 
knauelbare Fadenmolekel kann anschliessend ohne besondere 
Schwierigkeiten gegeben werden. 

3. Viskosi t i i t  e ine r  Suspens ion  von  H a n t e l m o d e l l e n .  
a )  Bewegung des  H a n t e l m o d e l l s  ohne  Ber i icks ich t igung 
d e r  Brown’schen Bewegung .  

Die Bewegung eines Hantelmodells in einer Flussigkeit, in wel- 
cher, etwa in der x-Richtung, ein Stromungsgefalle q vorhanden ist, 
ist sehon vor langerer Zeit von W. Kuhn beschrieben worden2). 

l) 9. Peterlin, Z. Physik I I I, 232 (1938), Koll. Z. 86, 230 (1939). Nach den Berech- 
nungen von Peterlin musste fur starre langliche Ellipsoide sogar eine anfangliche Zunahme 
statt der Peobachteten Abnahme der Viskositat mit steigendem Stromungsgefalle auf- 
treten; nur fiir Scheibchen wiirde sich eine Abnahme der Viskositat nach Peterlin be- 
grunden lassen. 

2, W. Kuhn, Z. physikal. Ch. 161, 1 (1932), im folgenden als 1. c. I bezeichnet; 
Koll. Z. 62, 269 (1933), im folgenden als 1. c. I1 bezeichnet. 
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Fur das erste beschriinken wir uns auf Bewegungen in der x-z-Ebene; 
(lie Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall nehmen wir 
anschliessend vor. Die Bewegung des Hantelmodells besteht nun 
darin, dass erstens der Teilchenschwerpunkt die Translationsbe- 
wegung der ihn umgebenden Flussigkeit mitmacht und dass sich 
zweitens der Translation des Schwerpunktes eine Rotation der 
Langsachse des Teilchens uberlagert,. 

I 
Fig. 1. 

Beschreiben wir die Orientierung des Tcilchens in der stromenden 
Fliissigkeit durch den Winkel 9, den die Teilchenachse mit der z- 
Richtung (Stromungsrichtung der Flussigkeit) einschliesst und wird 
die Browm’sche Bewegung der Stahchenachse vernachlassigt, so ist 
(nach 1. c. I) die Geschwindigkeit , mit der sich der Orientierungs- 
winkel der Teilchenachse andert, vom augenblicklichen Wert von 9 
selhst abhiingig, niimlich gleich 

(Stabchen oder Hantel, 
ohne Rrown’sche Bewegung) ( l )  

Infolge der Mitbewegung des Sch-\.rerpunktes und der durch (1) 
beschriebenen Rotationsbewegung der Teilchenachse besteht im 
Falle des Hantelmodells zwischen der im Abstande S / 3  vom Teilchen- 
mittelpunkt befindlichen Kugel und der sie umgebenden Flussigkeit 
eine Relativgeschwindigkeit 

(2) 

Die Richtung dieser Relativgeschwindigkeit stimmt mit der Rich.tung 
iler Teilchenachse fiberein; d. h. : die umgebende Fliissigkeit fliesst, 
von einem auf dem Teilchen festen Koordinationssystem aus be- 
trachtet, in Richtung der Teilchenachse nach aussen ab  hzw. bei 
andern Winkeln 9 von aussen in radialer Richtung gegen den Teil- 
chenmittelpunkt zu. Wir haben dies in Gleichung (2) durch An- 
fiigung des Index r angedeutet. 

4.‘ = - q sin2@ Str 

S (Hantel, ohne 
vre,, = q sin 6 cos 6 Brown’sche Bewegung) 
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b) Berucks i ch t igung  d e r  Brown’schen Bewegung;  Ver ~ 

t e i l ungs funk t ion .  
Wen, die Brown’sche Rotationsbewegung der Teilchenachsen 

vernachlassigt wird, so mussen sich die Teilchenachsen, praktisch 
genommen, alle in die z-Richtung (Stromungsrichtung; Winkel 6 = 0) 
einstellen, weil nach (1) fur diese Richtung die Drehgeschwindigkeit 
gleich 0 wird. Sind die Teilchen klein und das Stromungsgefalle 
nicht zu gross, so wird die Brozon’sche Bewegung der Teilchenachsen 
die vollige Orientierung unmoglich machen. Im stationaren Zustande 
findet eine Verteilung der Achsen uber die Orientierungswinkel 9 
statt. Wir beschreiben sie durch eine VerteiIungsfunktion e (8) ,  indem 

die Anzahl von Teilchen sein soll, deren Orientierungswinkel zwischen 
9 und 9 i (1 9 liegt. Die Verteilungsfunktion e (6) ist zu bestimrnen 
aus der Differentialgleichung 

dn , ,@+dB=e(@)dB (allgemein) (3) 

(allgemein) (4) d e  e (6). 6ktr - - Drot = const d 8  
Diese Differentialgleichung driickt die Forderung am, dass die 

Anzahl von Teilchen, welche bei einem gegebenen Winkel 9 pro 
Beiteinheit in Richtung nach grosseren 6-Werten passieren, gleich 
einer von 9 unabhangigen Konstanten sein muss. Dabei misst der 
Summand e (6) * $St, die Anzahl der Teilchen, w-elche infolge der den 
Hantelmodellen durch die Stromcng aufgepragten Bewegung (1) 
durch die Winkellage hindurchbefordert werden, wahrend das zweite 
Glied d e/d 6-Drot die Anzahl von Teilchen angibt, welche infolge 
Brown7scher Bewegung (Diffusion) nach Nassgabe des vorhnndenen 
Konzentrationsgefiilles hindurchbefordert werden. 

Die Rotationsdiffusionskonstante Drot des Hantelmodells lasst 
sich dabei (1. c. I) durch die Viskositat qo des Losungsmittels, die 
Boltxmann’sche Konstante k, die absolute Temperatur T und den 
Kugelabstand S ausdriicken, indem die Beziehung gilt : 

(Hantelmodell) (5 )  

Die Differentialgleichung (4 )  ist von P. BoederI) und fast gleich- 
zeitig von W .  Kuhn (1. c. I und 11) angegeben und gelost worden. 
Die Losung lautet, wenn Sit, am (1) in (4) eingesetzt wird: 

I +arot sin2 6 + ~ : ~ ~  
2 n  

11 
(6) 

wobei : 
“rot = - ‘ (Hantelmodell, Stabchen) (6a) 

Drot 

l) P. Boeder, Z. Physik 75, 258 (1932). 
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ist; oder durch Einsetzen des Ausdrucks ( 5 )  fiir Drat 

3 n q0qr S2 
'rot = 4 k T  (Hantelmodell) 

Die Konstante auf der reehten Seite von (4)  hat, wie man sich anf 
Grund von (6)  uberlegt, den Zahlenwert 

( 7 )  
const = q.-(jl-,a:ot G 1 + .-.) ( Hantelmodell, 

4 n  Staibchen) 

Sie ist nach der im Anschluss an (4) gegebenen Erlauterung gleich 
(8 )  

u-enn wir unter 
(8a) 

die tatsachliche Geschwindigkeit, verstehen, mit der sich die Teilchen- 
achse in der stromenden Flussigkeit dreht. Dabei ist diese Dreh- 
geschwindigkeit nach (8%)  gleich der Summe einer durch die Stro- 
mung erzeugten ( und einer durch das Konzentrationsgefalle 
erzeugten ( S,,,,) Teilgeschwindigkeit. 

Nittelbar ist naturlich auch S&, durch die Stromung hervorgebracht, indem die 
Verteilung (6) und damit das Anftreten eines Konzentrat,ionsgefalles d ?Id 4 letzten Endes 
auf das .Vorhandensein der Stromung zuruckgeht. 

const = e(4).6kff = ~ ( 5 )  [as,, + 5iiff]  

@,, = BYtr + 6,i, 

Wahrend die Teilgeschwindigkeit Sit, durch (1) gege,ben ist, 
Iasst sieh am einfachsten clurch Gleiehsetzen von ( 4 )  und (S) 
gewinnen. Man erhiilt dann : 

1 d o  d In Q 
Q d 8  'rot dB BDifr= - Drat- 2 = - (sllgemein) (9) 

Das Bestehen dieser Beziehung folgt auch sogleich aus der Uberlegung, dass die 
Anzahl der Teilchenachsen, die sekundlich infolge Diffusion dmch die Winkellage treten, 
einerseits gleich 6iiff -p  ist, andererseits aber suf  Grund des Diffusionsgesetzes auch gleich 
- Drot dQjdt3 sein muss. Die Gleichsetzung liefert sofort die Beziehung (9). 

Fiir die tatsachliche Rotstionsgeschwindigkeit ergibt sich im 
weiteren aus (l), (8s) und (9):  

(Hantelmodell, Stabchen) (8b) 
d l n  g &iff = - q sin' 6 - Drot __ dB 

Die Kenntnis der Verteilungsfunktion (6)  gestattet nicht nur, 
wie wir schon gesehen haben, Slff z. B. mit Hilfe von (Sb) sofort an- 
zugeben, sie ist aueh vollig hinreichend, um die an der Losung zu 
beobachtende S t r  o mungs  d o p p e 1 b r  e c h u n g  anzugeben, wenn die 
optische Anisotropie der einzelnen Teilchen gegeben ist (1. c. I und 11). 

c) E r s t e r  (unvo l l s t i i nd ige r )  A n s a t z  z u r  B e r e c h n u n g  d e r  
Viskosi  t a t .  

Um eine wenigstens anniihernde Bes timmung des Einflusses 
mspendierter Stabchen oder Hantelmodelle auf die Viskositat einer 
Losung zu erhalten, wurde 1. c. I auf nachstehende 3 Hauptpunkte 
hingewiesen : 
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1. Damit sich ein Teilchen mit einer Geschwindigkeit v,,~ durch 
eine Fliissigkeit, deren Viskositst gleich v,, sei, bewegt, muss auf das 
Teilchen eine Kraft 

wirken. R ist dabei ein Reibungsfaktor, welcher von der Form unii 
Grosse des Teilchens, gegebenenfalls auch von der Orientierung des Teil- 
chens zur Translationsriehtung abhangt ; insbesondere ist fur Kugeln 

R = 6 n q,,r (11 )  

wenn r der Kugelradius ist; da ferner die Arbeitsleistung pro Sekunde 
gleich dern Produkt aus Kraft und Geschwindigkeit ist, ist die Ar- 
beitsleistung, wclche pro Sekunde aufzubringen ist, damit ein Teil- 
chen mit der Relativgeschwindigkeit durch die Fliissigkeit 
bewegt werden kann, im allgemeinen Fall gleich 

- 

si = R . v ~ ~ ~  (10) 

(allgemein) ( I  2) 

Im Spezialfall einer durch die Fliissigkeit bewegten Kugel ist also 
wegen (11): 

- 6 n rlo r v:?, (Kugel) (13) 

2. Den Hantelmodellen, welche unter den1 Winkel 6 zur Strij- 
mungsrichtung orientiert sind, wird durch die Stromung die Dreh- 
geschwindigkeit (I) und damit jeder Kugel gegeniiber der sie um- 
gebenden Fliissigkeit die Relativgeschwindigkeit ( 2 )  aufgezwungen. 
Einsetzen von ( 3 )  in (13) ergibt fur ein einzelnes Hantelmodell, d. h. 
fiir die beiden im Model1 enthaltenen Kugeln zusammen : 

dA 
dt. 
- __ 

3. Da es nach ( 3 )  pro Kubikzentimeter Losung (6) d 6 Teilchen 
gibt, deren Orientierungswinkel zwischen 6 und 9 + d 6 gelegen ist, 
so ist deren Beitrag zu der pro Sekunde in Warme verwandelteil 
mechenischen Energie gleich 

Durch Summierung iiber alle Winkelbereiche zwischen 6 = 0 und 
6 = 2 7c ist allgemein die auf Grund der Anwesenheit suspendierter 
Teilchen pro Sekunde in Warme verwandelte mechanische Energie 

E (0) d 8  (allgemein) (15) 

Fiir eine Suspension, welche G Hantelmodelle pro Kubikzentimeter 
enthiilt, wird also auf Grund von (14) 

gleich 2n 

0 

2 x  

(16) E =/oo .3n , io .~ .Srq ' s in 'Bcos 'BdB (Hantelmodell, 
unvollstandig ) 

11 



103 - - 

wobei e (9.) aus (6) einzusetzen ist. Die Ausrechnung des Integrals (16) 
ergibt in erster Naherung 

( 1 7  
E = ? G  3 S 2 r ,  q 2  (Hantelmodell, unvollstandig; 

8 kleines Stromungsgefiille) 

und bei Beriicksichtigung der nachsten Xaherung 

Um die gesamte pro Kubikzentimeter Losung pro Sekunde in Warme 
verwandelte mechanische Energie zu bekommen, hat man zu (1 7 )  
bzw. (18) den Betrag Tloq2 hinzuzuzahlen; qoq2 ist der vom Losungs- 
mittel allein (auch in Anwesenheit suspendierter Teilchen) her- 
ruhrende Anteil der Warmeentwicklung. Die Summe der genannten 
Anteile ist gleich q q 2  zu setzen, wenn ?I die insgesamt an der Losung 
zu beobachtende innere Reibung ist. Wir haben also bei Beriick- 
sichtigung der Nahernng (17)  : 

T I =  r,~"+---r 3.2 G S'vo (Hantelmodell, 
8 unvollstiindig) 

oder, wenn wir in iiblicher Weise die spezifische Viskositat 
ri - %I 

% = 7, 
definieren : 

3.2 (Hantelmodell, unvollstandig; 
s kleines Stromungsgefalle) 9 1 ~ ~ ~  = -- r G S 2  

Bei Beriicksichtigung der nachsten Kaherung (18) wircl 
sprechend genauer : 

(Hantelmodell, unvollstandig ; 

Wir werden sehen, dass die spezifische Viskositat yon Stabchensolen 
unter bestimmten Voraussetzungen und bis auf einen konstanten 
Faktor ebenfalls durch (19) und (20) gegeben ist. 

Da wir uns in erster Linie f i i r  die Abhangigkeit der Viskositat 
vom Stromungsgefalle q interessieren, betra'ehten wir die Beziehung 
(20). Da arOt nach (6s )  ocler (6b) proportional g ist, wahrend die 
iibrigen Grossen auf der rechten Seite von (20)  von q unabhangig 
sind, sagt offenbar (20 )  am, dass die spezifische Viskositat einer 
Suspension von Hantelmodellen unter den in diesem Abschnitt unter 
Ziffer 1 bis 3 beschriebenen Annahmen gleich ist 

qSD = a + b q' (20a) 

wo a und b positive Konstanten sind; cl. h. 7lSp muss m i t  s t e igen -  
d e m  S t romungsge fa l l e  q z u n a c h s t  zunehmen ;  erst bei noch 
starker ansteigendem Stromungsgefiille (Beriicksichtigung noch ho- 
herer Naherungen) wiirde ein Maximum und hernach eine Abnahme 
\-on qsl, zu erwarten sein. 
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Dasselbe wird sich, wenn die Annahmen 1 bis 3 sinngemass bei- 

behalten werden, auch ergeben fur Sole, welche starre Stabchen, 
Ellipsoide oder Fadenmolekel enthalten. FLir Fadenmolekellosungen 
ist diese Folgerung bekanntlich im Widerspruch mit der Erfahrung. 

d)  Vervo l l s t and ig te r  A n s a t z  z u r  B e r e c h n u n g  d e r v i s k o s i t a t .  
Der im Vorstehenden unter 1 bis 3 beschriebene Ansatz kann des- 

wegen nicht voll befriedigen, weil in GI. (16) bzw. (14) fur die Be- 
stimmung von v,,, der im Hstntelmodell vorhandenen Kugeln gegen 
die umgebende Flussigkeit der Ansatz (2)  benutzt wurde, welcher 
seinerseits voraussetzt, dass die Drehgeschwindigkeit der Stabchen- 
achse die durch die Stromung erzwungene Geschwindigkeit a,,, 
(Gl. 1) sei, wahrend in derselben GI. (16) fiir e (6 )  die Verteilungs- 
funktion ( 6 )  eingesetzt wird, eine Funktion, die ihrerseits nur be- 
stehen kann, wenn die Drehgeschwindigkeit gleich $iff = + $&[ 
(Gl. 8 und 9)  ist. Zwischen der Bestimmung der Relativgeschwindig- 
keit durch (T) und dem Ansatz (6) fur e (6 )  besteht also ein TjSTider- 
spruch. 

Sachlich erkennen wir die Unvollstandigkeit des bisherigen An- 
satzes besonders gut, menn wir nach dem Viskositatsbeitrag der- 
jenigen Teilchen fragen, bei welchen der Winkel 6 (zwischen Teilchen- 
achse und Stromnngsrichtung) in der Xihe von Null liegt. Fiir diese 
Teilchen ist nach (1) 6& = 0 und entsprechend nach (2) 17,~ eben- 
falls gleich Null. Diese  Tei lchen  wurden  also nach  ( 1 4 )  ode r  
( 1 6 )  z u r  i nne ren  R e i b u n g  d e r  F lus s igke i t  n i c h t s  b e i t r a g e n .  

In  Wirklichkeit ist aber sehr wohl eine gerichtete Bewegung 
der Teilchenachsen in der Umgebung von 6 = 0 vorhanden. 

Im Falle schwachen Stromungsgefalles ist es sogar so: Es ist e8 = fur kleine Werte 
von q nach Gleichung (6) nahezu gleich Q , ~ ; = , , ~ ;  ferner ist 

@it,; ,? = 0 = 0; @&; 4 = rr/4 = 0 

-Oa=o[O+fl&; ,9=01 = 9,=,/4 [@it,; a=.7;4+o] = const 

Wir erhalten, indem wir dies in (8) einsetzen 

oder : 

(21) 

D. h.: Es  i s t  d i e  Drehgeschwind igke i t  6&, b e i  6 = 0 
infolge Dif fus ion  g e r a d e  so  gross ,  wie d ie  dem Tei lchen  
be i  6 = n/4 d u r c h  d i e  S t r o m u n g  a u f g e p r a g t e  D r e h g e -  
schwindigkei t  a&,. Es i s t  a l so  6Diff d u r c h a u s  n i c h t  gegen 
Sit, zu  ve rnach la s s igen ,  s o n d e r n  i m  a l lgemeinen  v o n  d e r  
se lben  Grossenordnung  wie dieses .  Entsprechendes muss fur 
die diesen Drehgesehwindigkeiten entsprechenden Relativgeschwin- 
digkeiten zwischen Teilchen und umgebender Flussigkeit und damit 
fiir die Reibungsanteile gelten. 

- (Hantelmodell, schwaches "bi,; 0 = 0 - flit,; 8 = x/4 S tromungsgefalle) 
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Wir erkennen im weiteren, dass die von der gerichteten Byown9- 
schen Bewegung der Teilchenachsen herruhrende Relativgeschwindig- 
keit zwischen Kugel und umgebender Flussigkeit immer s e n k r e  ch  t 
z u r T e i 1 e h e n a e h s e und damit senkreeht zu vrel, I von Gleichung (2) 
gerichtet ist. Wir werden diese Relativgeschwindigkeit, vermoge 
deren das Teilchen sich t r a n s v e r s a l  zu se ine r  Langsachse  durch 
die Flussigkeit bewegt, als yre1; tr bezeichnen und haben offenbar 

(22) 
(Hantelmodell; 

allgemein) 

Man konnte nun allerdings zu der Annahme neigen, dass die 
infolge einer Di f fus ion  erfolgende Drehbewegung der Teilchenachse 
nicht xu einer Warmeentwicklung und damit nicht zu Reibung Anlass 
geben wurde, indem ja die Drehbewegung durch Brown’sche Be- 
wegung ganz f re iwi l l ig  erfolgt. 

Wir konnen aber an einem Modellversuch leicht feststellen, dass 
eine solche Vernachlassigung nicht statthaft ware. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke eine Gesamtheit von G Magnet- 
nadeln, welche sich in einem Medium yon der Viskositfit 17 befinden; 
jede von ihnen sei um den Schwerpunkt, welcher raumlich festge- 
halten wird, drehbar. Bei Abwesenheit eines Susseren lilsgnetfeldes 
werden sich die Achsen ststistisch verteilen. Legen wir ein Magnet- 
feld an, so werden sich die Achsen, sofern die Brown’sche Bewegung 
nich t allzu stark ist, in die Feldrichtung einstellen, wobei nsturlich 
die mit der Achsendrehung verbundene Reibung zu fiberwinden ist l). 
Sind die Teilchenachsen im magnetischen Felde orientiert und lassen 
wir anschliessend das magnetische Feld wieder auf null sinken, so 
werden die Tailchenachsen wieder in die fruhere statistische Rich- 
tungsverteilung zuriickkehren, u n d  zwar  f re iwi l l ig  infolge 
B r o w r ~ ~ s c h e r  Bewegung.  Es findet jetzt eine gerichtete Brown’- 
sche Bewegung aus dem orientierten Zustande in einen statistisch 
wahrscheinlicheren Zustand statt. Mi t  dem U b e r g a n g  k o n n t e  be i  
r eve r s ib l e r  F u h r u n g  des  Prozesses  eine Abgabe mechanischer 
Energie nach aussen verbunden werden ; sie unterbleibt, wenn der 
Vorgang durch Diffusionsausgleich, also durch gerichtete Brown’sche 
Bewegung zustande gebrachtwird; es  i s t  a l s o m i t  demDif fus ions -  
ausgle ich  e ine  E n t r o p i e z u n a h m e  u n d  e n t s p r e c h e n d  e ine  
A b n a h m e  d e r  f r e i en  Ene rg ie ,  e ine  V e r w a n d l u n g  von  

l) Nebenbei sei bemerkt, dass die mit der Orientierung verbundene Reibungsarbeit 
beliebig klein gemacht werden kann, wenn nur das Feld geniigend langsam vom Werte 
null auf den Endwert gebracht wird. (Die pro Sekunde und pro Teilchen geleistete Rei- 
bungsarbeit ist proportional v;el ; die Zeit, wahrend welcher die Geschwindigkeit vrel 
aufrecht erhalten werden muss, um einen Weg a zuruckzulegen, ist gleich ajvrel, also 
die Arbeit, welche aufzuwenden ist, damit das Teilchen den Weg a zuriicklegt, propor- 
tional a/vrel. v : ~ ~ ,  d. h. proportional vrel, also tatsschlich in einem genugend langsam 
anlvachsenden magnetischen Felde beliebig klein). 
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f re ie r  Ene rg ie  i n  W a r m e  v e r b u n d e n .  Die Verwandlung von 
freier Energie in Wgrme ist dieselbe, wenn die Riickkehr der Magnet- 
nadeln Bus der orientierten Lage in die fruhere einmal durch stati- 
stisehe Krtifte (Diffusionsgefslle), ein andermal mit derselben Ge- 
schwindigkeit durch Federkrafte, welche wir uns an den einzelnen 
Nadeln angebracht denken, bewirkt wird. Das heisst: E i n e  d u r c h  
e in  Konzen t r a t ionsge fa l l e  ve ran la s s t e  Re la t ivbewegung  
eines  Tei lchens  gegen  d i e  umgebende  Fl i i ss igke i t  i s t ,  
was  die  Verwand lung  v o n  f re ie r  Ene rg ie  i n  Wlirme b e -  
t r i f f t ,  genau  g l e i chwer t ig  m i t  e ine r  z .  B .  d u r c h  F e d e r -  
k r a f t e  v e r a n l a s s t e n  Re la t ivbewegung  des  Tei lchens  ge-  
gen  die  F l i i s s igke i t .  

Wir konnen iibrigens dasselbe auch fur die freie Diffusion eines in einer Fliissigkeit 
gelosten Stoffes feststellen: Es sei in eineni Gefass linker Hand (Fig. 2) eine Konzen- 
tration cl, in einern Gefass rechter Hand eine Konzentration c1-A c1 vorhanden. Die bei- 
den Gefiisse seien durch eine Schicht von der Lange h und dern Querschnitt 1 cm? ver- 
bunden. In  der Schicht h herrscht infolgedessen &in 

d c  .4rl 
d X  11 
_=-- 

Konzentrationsgefiille 

Fig. 2. 

Die pro Sekunde von dern ersten in das ztveite Gefsss heforderte Suhstanztnenge ist 
dabei, wenn D der Diffusionskoeffizient des gelosten Stoffes ist, in Mol ,pro Sekunde 
gleich 

d n  d c ,  
d t  h 

- 

Da diese Substanzmenge von c1 auf die Konzentration cl-A c1 gehracht wird, entspricht 
dies einer Abnahme der freien Energie pro Sekunde vom Betrage 

Andererseits gilt offenbar in der Schicht, h zwischen der niittleren Geschwindigkeit vn., , 
mit der der gcloste Stoff von links nach rechts wandert, der Konzentration c1 und der 
Grosse dn/dt die Beziehung : 

d n  1 d n  dt = v,,, . c1 oder vrel = - - 
c1 d t  (25) 

Ferner gilt bekanntlich zwischen der Diffusionskonstante D und der Geschwindigkeit p, 
welche ein Teilchen unter der Wirkung der &aft 1 Dyn erhalt, die Beziehung D = p-kT.  

Die &aft R, welche notwendig ware, urn dem Teilchen auf  r e i n  mechanischein 
Wege die Geschwindigkeit vrel von Gl. (25) zu erteilen, ist daher offenbsr gleich 
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Nun befinden sich in der Schicht h (Fig. 2) hrr;c,.h Teilchen, von denen jedes in1 Nittel 
die Geschwindigkeit (25) besitzt; wegen (26) ist dann die an jedeni Teilchen pro Sekunde 
geleistete Arheit gleich Rv,,, = v:el*kT/D; fur alle in der Saule h hefindlichen Teilchen 
zusammen wird also die pro Sekunde zu Ieistende Srbeit gleich 

( 2 7 )  

ond dies ist wegen (25 )  und (23) gleich 

und dies ist mit (24) identisch. Zusamnien genommen heisst dies aher: Die p ro  Selrundc 
i n  d e r  A n o r d n u n g  F i g .  2 v e r s c h w i n d e n d e  f re ie  Energ ie  i s t  g e n a n  gleich 
d e r  n iechanischen  E n e r g i e ,  welche wir  a u f w e n d e n  m u s s t e n ,  u m  jedein 
d e r  i n  d e r  Di f fus ionssaule  h bef indl ichen  Tei lchen  auf niechanischeni  
Wege  d ie jen ige  Geschwindigkei t  zu e r t e i l e n ,  melche es  im 3 I i t t e l  u n t e r  
W i r k u n g  des  Dif fus ionsgefa l les  u n d  auf  G r u n d  d e r  dern Medium eigeneii 
D i f f u s i o n s k o n s t a n t e  annimrnt .  Auch hier ist die hei der Diffusion erfolgendc 
gerichtete Brozon'sche Bewegung, was die Veru-andlung von mechanischer Energie in 
Warnie betrifft, genau gleichwertig mit einer dern Teilchen durch irgendwelche ausserr 
Krafte aufgepragten gerichteten Bewegung. 

Es kann hiernach keinem Zweifel unterliegen, dass in stromenden 
Suspensionen die auf gerichtete BTotm'sche Bewegung der Teilchen- 
achsen znriickgehende transversale Relativbewegung ( 2 2 )  bei Er- 
mittlung der Reibung ebenso wie die radiale Relativbewegung ( 2 )  
beriicksicht'igt werden muss. 

Der vollstfndige Ausdruck fur die durch die beiden Kugeln cles 
Hantelmodells zusammen pro Sekunde in W5rme verwandelte 
mechanische Energie heisst also anstatt (14) 

Dabei ist T,,~, fiir das Hantelmodell weiterhin aus ( 2 ) ,  vrC1, tr aher 
aus (22) zu  entnehmen; das in (22) vorkommende 9.& wiederum 
ist aus (9) zu bestimmen. Es folgt dann: 

S tromungsanteil Diffusionsanteil 
ER muss also fur jedes Teilchen bei der Berechnung der pro Sekunde 
in Warme verwandelten mechanischen Energie zu dem im letzten 
Abschnitt (c) allein berucksichtigten Stromungsanteil als zweiter 
Summand der Diffusionsanteil hinzugefugt werden. 

An die Stelle von (16) fiir die pro Sekunde pro cm3 Losung in 
Warme verwandelte mechanische Energie tritt  infolgedessen : 
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Setzen wir ferner die durch (6)  gegebene Verteilungsfunktion e (8) 
in (31) ein und entnehmen Drot aus ( 5 ) ,  so folgt nach Ausrechnen der 
beiden Integrale in erster Naherung anstelle von (17)  

(32) 
3 n  (Hantelmodell, vollstandig ; 
4 kleines Stromungsgefalle) E = - r G S 2 q r l , q 2  

Bei Beriicksichtigung der folgenden Naherungen ergibt sich anstatt 

(33) 

(W 
E = -r G S ~  t l o q 2  

Geht man nun in der im Anschluss an (18) gezeichneten Weise zur 

(Hantelmodell, vollstandig; 
mittleres Stromungsgefalle) 

3 n  
4 

spezifischen Viskositat iiber, so folgt BUS 
3 n  

q,, = ~ r G S2 
4 

Bus (33) erhalt man die an die Stelle von 
genauere Beziehung : 

(32j:  

(34) 

(20) Oretende entsprechend 

(Hantelmodell, vollstandig ; 
kleines S tromungsgefalle) 

(Hantelmodell, vollstandig ; (sa) 
mittleres Stromungsgefalle) 

Der Vergleich der Ausdrucke (19) und (34) Iasst erkennen, dass 
der vervollstandigte Ansatz (31) einen genau  d o p p e l t  so grossen 
Wert fiir die spezifische Viskositat einer Losung von Hantelmodellen 
liefert als der unvollstiindige Ansatz (16). 

Ahnliche Feststellungen werden wir bei der Betrachtung von Stabchen- und Ellip- 
soidsuspensionen machen. Besonders fur die Ellipsoidsuspensionen sind vor sllem von 
GiseirscliiL'), G n t h 2 ) ) ,  Burgers3) und PeLerlin4) Gleichungen zur Viskositatsberechnung 
entwickelt worden. Siehe auch Ansatze fur anders geformte Teilchen5). Alle diese Ar- 
heiten stellen einfache tihertragungen der von W. K u h ~  (1. c. I) erstmals gegebenen 
und zum unvollstiindigen Ansatz fiihrenden aberlegung suf die entsprechenden Falle 
dar. Diese Beziehungen, auf  die wir weiter unten noch zuriickkommen werden, weisen 
dsher alle einen Fehler yon rund 100% auf. 

Da sich ein Fehler im Zahlenfaktor bei cler Interpretation von 
vergleichenden Messungen (polymerhomologe Reihen usw.) heraus- 
hebt und da die absoluten Dimensionen und die genaue geometrische 
Beschaffenheit von Kolloidteilchen meist ungenau bekannt sind, wird 
indessen eine experimentelle Prufung des Zahlenfaktors immer eine 
schwierige Sache bleiben. 

Leichter prufbar sind dagegen die Aussagen iiber die Abhangig- 
keit der Viskositat vom Stromungsgefalle. Hier fuhrt der vervoll- 
standigte Ansatz zu wesentlich anderen Aussagen als der unvoll- 
standige Ansatz. Im  Gegensatz zu der friiher erhaltenen Beziehung 
(20) entnehmen wir der durch die vervollstandigte Gberlegung ge- 

l )  R. Eisensehitz, Z. physikal. Ch. [A] 163, 133 (1933). 
l )  E. Guth, Koil. Z. 74, 147 (1936); Koll. Z. 75, 15 (1936). 
3, J .  31. Burgers, Second Report on Viscosity and Plasticity. Verh. Akad. dmster- 

4, A. Peterlin, 1. c. ferner Peterlin und Sluart, Z. Physik 112, 129 (1939). 
j) -11. L. Huggins, J. Phys. Chem. 42, 911 (1935) 43, 439 (1939). 

dam (1. Sec.) [4] 16, 113 (1938). 
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wonnenen Gleichung (35), dass die Viskositat einer Suspension von 
Hantelmodellen mit steigendem Stromungsgefiille nicht zu-, sondern 
a b n e h m e n  muss. Wenn a und b dieselben positiven Konstanten 
wie in (20%) bedeuten, wird jetzt 

Daraus ist die Abnahme von vsp mit steigenden Werten von q sofort 
ersichtlich. 

qSp = 2a-8b.q2 (35a) 

Dieselbe Featstellung einer Abnahme der Viskositiit mit zunehmendem Stromungs- 
gefalle wird sich auch an Losungen starrer Stabe und Ellipsoide ergeben. Wie schon kurz 
erwahnt wurde, steht dies in Obereinstimmung mit der Erfahrung und im Gegensatz 
zu dem Ergebnis von Petcrlinl), der die durch die Brown'sche Beivegung verursachte 
Relativgeschwindigkeit nicht beriicksichtigte und daher eine anfangliche Zunahnie der 
Viskositat mit dem Stromungsgefiille fiir eine Suspension llnglicher Ellipsoide voraussagte. 

Die Naherungslosung ( 3 5 )  gestattet im iibrigen die Berechnung 
tles Viskositatsabfalls nur im Bereiche von ziemlich kleinen Werten 
der Grosse arot und damit auf Grund von (6%) bei bescheidenen Werten 
des Stromungsgefalles q. Urn auch fiir mittlere Werte von arot eine 
Aussage uber die zu erwartende Strukturviskositat zu erhalten, 
benotigen wir eine Losung der Differentialgleichung (4), welche im 
Gegensstz zu (6) auch f i i r  mittlere Werte von arOt giiltig ist. 

Zu diesem Zwecke machen wir fur die Verteilungsfunktion e (9) 

In  ( 3 6 )  ist der Bedingung bereits Rechnung getragen, dass 

j i d i 3 =  G 
0 

sein muss. 

chungspaare : 
Aus ( 4 )  und (36 )  folgen zur  Koeffizientenbestirnmung die Glei- 

(37a) 

(37b) 

Es zeigt sich, dsss durch Abbrechen der in ( 3 6 )  stehenden Sumrne 
hei n = 2 eine bis etwa zu arOt 2 3 gut brauchbare Losung erhalten 
wird. Durch Auflosnng des Gleichungssystems (37a, b)  unter dieser 
Bedingung ergeben sich die Koeffizienten a l ,  b,, a Z ,  b, zu: 

- 2  nan- 2 "rot b n  + "rot bn - 1 + 'rot bn + 1 = 0 

- 2 nb,+ 2 arot an- xrot a,, - 1- Erot an + = 0 

(38a) 

(38b) 

l) A .  Peterlilt, 1. c. 
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(38c) 

I n  diesem Falle ist also e gegeben durch: 

(38) 

Fuhren wir jetzt den Ausdruck (38) fur die Verteilungsfunktion p 

G 
2 n  0 = [l +a, sin 2 I?+  b, cos 2 I?+a, sin 4 B +  b, cos461 

%nst,elle tles Ausdrucks ( 6 )  in (31) ein, so folgt: 

wobei 

bl . be . 
toe 2 6- -sin 2 6 + 2  3 cos 4 B-  2 __I sin 4 

’‘ d 6  (39a) a1 a1 a1 J = -- 
x * . i:’c 1 +a, sin 2 I?+  b, cos 2 @+a, sin 4 6+ b, cos 4 6 

0 

ist. Die Koeffizienten a17 a, ,  b,, b, sind dabei durch (35a, b, c, cl) 
a,ls Funktionen von arOt gegeben. 

Das Integral J lasst sich z. B. auf graphisehem Wege ermitteln. 
Das Ergebnis ist aus Fig. 3 zu entnehmen, in welcher J als Funktion 
von grot aufgetragen ist. 

0 r 2 3 
Fig. 3. 

Suspension von Hantelmodellen. 
Wert des Integrals J (Definition Gleichung 39a) in Abhangigkeit von grot 

[arot ist nach (6b) gleich q’-- 3 7c qorS2 
4 k T  ] 

Dieselbe Funktion J (a ) tritt  auch bei der Beschreibung der Viskositat von Stabchen- 
rot, .. solen auf. Nur ist be1 btabchensolen nach (43) arot = q.z/32.qo S3/kT zu setzen. 
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Gehen wir nun in gewohnter Weise von der durch die gelosten 
Teilchen pro em3 pro Sekunde in Warme verwandelten mechanischen 
Energie E zur spezifischen Viskositat uber, so folgt: 

- 

(Han telmodell, 

Stromungsgefalle) 
vollstandig; grosseres (40) 

Da fur q = 0 gilt: 

oder 
3 z  
4 qsp; g = o  = -r G S2, (s.a. GI. 34), 

ist auch 
1 1  &Z (Hantelmodell, (41) 

___._~ - - __-  b , + - L J  71s1, 

vollstandig ) 
%p; q = o  4 o t  

wenn wir unter qsp; die spezifische Viskositat verstehen, die man 
feststellt, wenn die Viskositatsmessung in der Grenze von sehr 
bleinem Stromungsgefalle vorgenommen wird. 

7 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0 0.5 7 1,s 
Fig. 4. 

Suspension von Hantelmodellen. Abhangigkeit der Grosse vsp/vsp. ~ ,, (spezifische 
Viskositat bei endlichem Stromungsgefdle, geteilt durch den Grenzwek der spezifischen 
Viskositat bei verschwindend kleinem StromungsgefalIe) in Abhangigkeit von arot bzw. 
vom Stromungsgefalle q. [Es ist urot proportional q, indem nach (6b) gilt 

3 n  qorS2 
arot = q 4 7 

Genau dieselbe Abhangigkeit der Grosae qsp/qsp; q = o  von arot bzw. von q findet sich 
auch fur Suspensionen von starren Stiibchen. Nur ist bei Stabchensolen nach (43) 

wrot = q - 4 3 2  * q,, S3/k T zu setzen.] 

Da der in (40) eingeklammerte Ausdruck ausschliesslich angeb- 
bare Funktionen von arot enthalt, lasst sich der Quotient q,p/qsy; q - o ,  

also das Verhaltnis der spezifischen Viskositat bei erhohtem Stro- 
mungsgefalle q gegeniiber der spezifischen Viskositat bei unendlich 
kleinem Gefalle, fur ein vorgegebenes arot leicht angeben. Die Gros- 
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sen a1 und b, sind ja aus (3%) und (38d), der entsprechende Wert 
von J aus Fig. 3 zu entnehmen. Man findet auf diese Weise die aus 
Fig. 4 ersichtliche Abhangigkeit der spezifischen Viskositat von der 
durch (6a) gegehenen, dem Stromungsgefalle q proport,ionalen 
Grosse Krot. 

Den aus dieser Figur ersichtlichen Verlauf der Strukturviskositat (anfiinglicher 
parabolischer Abfall mit horizontaler Tangente bei arot = 0, Durchlaufen eines Wende- 
punktes und anschliessend weiterem flachen Abfall der Viskositat mit zunehmendem 
Gefalle) werden wir auch bei der Betrachtung von Losungen starrer Stabchen, Ellipsoide 
und Fadenmolekeln wiederfinden. Bei Fadenmolekeln aird uns ein Vergleich mit dem 
empirischen Naterial zeigen, dass sowohl der qualitative Kurvenverlauf, als auch die 
theoretisch zu erwartende Grosse der Strukturviskositat in bester obereinstimmung 
mit den Experimenten steht. 

Die vorstehend unter Zugrundelegung der Hantelmodelle durch- 
gefiihrte Betrachtung gastattet uns im ubrigen, das fiir das Zustande- 
kommen cler Strukturviskositat Wesentliche auch ohne Rechnung 
qualitativ klar zu machen. Zunachst konnen wir feststellen, dass die 
bei Vernach la s s igung  der gerichteten Brown’schen Bewegung zu 
fordernde Zunnhme der spezifischen Viskositat mit steigendem 
Stromungsgefalle davon herruhrt, dass dann eine vorzugsweise 
Orientierung der Teilchenachsen unter einem in der Nahe von 450 
liegenden Winkel 9 erfolgt, einem Winkel, bei welchem nach Glei- 
chung (2) vrcl,r besonders gross ist. Anderseits haben wir gesehen, 
dass die spezifische Viskositat im limes q = 0 bei Beriicksichtigung 
der gerichteten Brown’schen Bewegung der Teilchenachsen ( G1. 34) 
gegenuber dem unvollstandigen Ansatz, der zu (19) fuhrte, genau 
verdoppelt wird. Dies wiederum ist deswegen der Fall, weil die 
m i t t l e r e n  Betrage von I!J& und 9& im Falle von schwachem 
Stromungsgefalle etwa gleich gross sind. Bei Mi tbe rucks i ch t igung  
der gerichteten B,rown’schen Bewegung erkennen wir weiter, dsss bei 
hohem S t romungsge fa l l e  i m  M i t t e l  9ii, gegenuber astr zuriick- 
treten muss. Tatsachlich stimmt j a  in der Grenze von sehr grossem 
Stromungsgefalle die Verteilungsfunktion @ (9) rnit derjenigen uber- 
ein, welche man erhalt, wenn die Wirkung der Brown’schen Be- 
wegung gegenuber der Wirkung der Stromungskrafte vernachlassigt 
wird. (Die Teilchenachsen stellen eich dann mehr und mehr parallel 
zur Striimungsrichtung). Diesem Zwucktreten des Mittelwertes von 

gegenuber $it, bei hohem Stromungsgefalle entspricht das 
Zuriicktreten des mit I!J& proportionalen Anteiles der gerichteten 
Brown’schen Bewegung an der durch die Teilchen erzeugten Rei- 
bungswarme. W a h r  e n  d a1 s o d ie  Mi t b er  uc k s i  c h t i g u n g  d e r  
g e r i c h t e t e n  Brown’schen Bewegung be i  k le inem S t r o -  
mungsgef  a l le  e ine  Verdoppe lung  de r  R e i b u n g s a r b e i t  m i t  
s ich  b r i n g t ,  f a l l t  d iese  Verdoppe lung  be i  grossem S t r o -  
mungsgef  a l le  weg. Die Erscheinung wirkt sich schon bei mittlerem 
Stromungsgefalle durch einen Viskositatsabfall aus, welcher den zu 
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Eingang dieser Diskussion erwahnten anfanglichen Anstieg des 
Stromungsanteiles der Viskositat uberkompensiert. Dieser Sach- 
verhalt lasst sich an Hand der vorstehenden Formeln quantitativ 
verfolgen; er trifft aber inhaltlich auch fur die weiter unten zu be- 
handelnden Busserlich komplizierteren Falle zu. 

$ 3 .  Viskosi t i i t  e ine r  Suspens ion  s t a r r e r  S t a b c h e n .  
I n  der mehrmals zitierten Arbcit von W .  Kuhn (1. c. I und 11) 

wurde gezeigt, dass man die h ydrodynemischen Eigenschaften eines 
stamen, langgestreckten Stabchens der Lange S mit guter Naherung 
approximieren kann durch eine Kette yon starr miteinander ver- 
knupften Kugeln je vom Radius r, w-obei r klein gegen S, sonst aber 
beliebig sein kann und w-obei der Abstand benachbarter Kugeln 
gleich 4 r, die Zahl der Kugeln auf der Strecke S also gleich Sj4 r 
ist (Fig. 5 ) .  Wenn man so tut, als ob diese Kugeln einander hydro- 
dynamisch nicht beeinflussen wiirden, also auf jede einzelne Kugel 
das Xtokes’sche Gesetz anwendet, so findet man niimlich, dass der 
hydrodynamische Widerstand des Ersatzmodells mit rech t guter 
Naherung gleich dem eines langgestreckten Ellipsoids ist. 

Big. 5 .  

Eine genaue Ubereinstimmung liisst sich nicht erreichen, da der hydrodpnamische 
Widerstand eines langgestreckten Rotationsellipsoids in Wirklichkeit davon abhangt, 
ob z. B. die Translation des Ellipsoids parallel oder senkrecht zur Liingsachse erfolgt. 
Genaueres siehe 1. c. I, insbesondere S. 13 und 14. Das Ersatzmodell ist so gewahlt, dass 
der hydrodynamische Widerstand etwa in der Mitte zwischen dem longitudinalen und 
dem transversalen Widerstand, des langgestreckten Ellipsoids liegt . Da die Relativ- 
geschwindigkeiten zwischen den einzelnen Teilen des Stabchens und der umgebenden 
J%issigkeit, wie wir bei Besprechung des Hantelmodells sahen, ebenfalls teils parallel, 
teils senkrecht zur Stabchenachse gerichtet sind, ist die Approximation in Wirklichkeit 
recht gut, und sie ist, wie wir noch sehen werden, besser als die, welche man erhillt, wenn 
man fiir ein langgestrecktes Ellipsoid genau rechnet, dabei aber die falschen, d. h. un- 
vohtandigen Ausdrucke fiir die Reibungsarbeit (entsprechend G1. 16 statt 31) verwendet. 

8 
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Zur Berechnung der Viskositat einer Losung solcher Teilchen 
ist im iibrigen analog vorzugehen wie beim Beispiel des Hantelmodells. 

a) Die  Ver t e i lungs funk t ion  d e r  S t a b c h e n a c h s e n .  
Wie beim Hantelmodell, hat man auch hier nach der Verteilung 

der Teilchenachsen uber die Orientierungswinkel 9 xu fragen. In  der- 
selben Weise wie dort gilt die Differentialgleichung (4), wobei fi ir  
astr wiederum der Ausdruck (1) einzusetzen ist, wahrend man fur 
Drot anstelle von (5) den Wert 

8 k T  D =- 
rot nr),S3 

(Stabchen) (42) 

als Rotationsdiffusionskonstante des Stabchens zu verwenden hat. 
Der Vergleich yon ( 5 )  und (42) zeigt, dass die Rotationsdiffusions- 
konstante eines Stabchens der Lainge S gleich gross ist wie die Rota- 
tionsdiffusionskonstante eines Hantelmodells, dessen zwei Kugeln sich 
ebenfalls im Abstande S befinden und dabei einen Radius S/24 besitzen. 

Die Verteilungsfunktion e ( 9) der Stabchenlangsachsen ist in- 
folgedessen auch wieder durch ( 6 ,  6a2) gegeben, wobei wegen (42) fiir 

(Sttibchen) (43) n r10qS3 arot = - -~ 
zu setzen ist. 

b)  V i skos i t a t  be i  Zugrunde legung  des  unvo l l s t and igen  A n -  
sa t zes .  

Wie bei der Besprechung des Rentelmodells uberlegen wir uns 
wieder, dass einem unter dem Winkel 9 zur Stromungsriehtung 
orientierten Stabchen durch die Stromung eine Drehgeschwindigkeit 
(1) und damit einer herausgegriffenen Kugel, die sich im Abstande y 
von der Stabchenmitte befindet (Fig. 5), eine Relstivgeschwindigkeit 

gegen die sie umgebende Flussigkeit aufgezwungen wird. Durch 
Einsetzen yon (44) in (13) ergibt sich f i i r  die durch die betrachtete 
Kugel infolge des radialen Abstromens der umgebenden Flussigkeit 
sekundlich in Warme verwandelte mechanische Energie 

(45) 

Fur die von samtlichen Kugeln unseres Modells sekundlich in 
WBrme verwandelte mechanische Energie folgt dann nach 1. c. I 

32 k T  

v,,,, = y.q.sin 6 cos 6 (44) 

_ _ _  Y - 6 n qo r v x ,  = 6n7, r y2 q2 sin2 B cos2 6 dA 
d t  

leicht I) : 
(46) 

dA - 76 (Stabchen, - - - v,, S3q2 sin? 6 cos? B d t  8 unvollstandig) 

Der Kugelradius fallt dabei bemerkenswerterweise aus der Rechnung ; denn 
wird z. B. r verkleinert, so verkleinert sich zwar die pro &gel in Warme verwandelte 
mechanische Energie; andererseits aber wachst die das Kettenmodell von der Lange S 
aufbeuende Zahl der Kugeln (S/4r) an. Aus diesem Grunde konnte r in dem von uns 
verwendeten Model1 des Stabchens in gewissen Grenzen frei gewahlt werden. 
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Der Vergleich von (46) mit dem fiir  Hantelmodelle giiltigen 
Ausdruck (14) zeigt analog zu der Feststellung, die wir soeben beim 
Vergleich der Rotationsdiffusionskonstanten getroffen haben, dass 
ein Stabchen der Lange S hinsichtlich der Erzeugung von Reibungs- 
wiirme quantitativ gleichwertig ist mit einem Hantelmodell, dessen 
Kugeln einen Abstand S und einen Radius S/34 besitzen. 

Infolgedessen ergeben sich die weiteren fur starre Stabchen 
gultigen Beziehungen einfach dadurch, dass man in den f f i r  das 
Hantelmodell erhaltenen Ausdrucken (16, 17, 18, 19, 30) r = 5/24 
setzt. 

Insbesondere folgt aus (19) 
n 

(47) 
__ s3 (Stabchen, unvollstandig, 

%,= 64 kleines S tromungsgefalle) 

bei Rerucksichtigung der nachsten Naherung aus (20) : 

(48) 
n (Stabchen, unvollstandig; 

sp 64 grosseres Stromungsgefidle) q =-- -GS .  % ( 1 f 1jsQ;"J .. 

wohei arOt jetzt aus (43) zu entnehmen ist. 
Die Beziehung (47) ist, ebenso wie die ihr entsprechende Glei- 

chung (19) in Bezug auf die Abhangigkeit von G und S genau, in 
Bezug auf den Absolutwert des Zahlenfaktors aber nur grossen- 
ordnungsmassig richtig, indem ja die durch die Diffusionsbewogung 
der Teilchenachsen in Warme verwandelte mechanische Energie 
darin nicht berucksichtigt ist. Aus demselben Grunde kommt die 
Strukturviskositat gemass (48) genau wie gemass (20) dem Vor- 
zeichen nach unrichtig heraus. 

c) V i skos i t a t  be i  Zugrunde legung  des  v e r v o l l s t a n d i g t e n  
Ans  a t ze s  . 

Zur Ermittlung des durch die gerichtete Brown'sche Bewegung 
der Teilchenachsen verursachten Viskositatsanteils uberlegen wir uns, 
dass ein unter dem Winkel 9. zur Stromungsrichtung orientiertes 
Stabchenmodell (Fig. 5) eine durch (8a) gegebene tatsachliche gerich- 
tete Rotationsgeschwindigkeit besitzt. Eine im Abstande y von 
der Teilchenmitte befindliche Kugel besitzt daher in dem in Fig, 5 
gezeichneten Koordinatensystem eine Geschwindigkeit 

d In e 
q y sin2 8 - Drat __ d 6  (49) 

Ihre Richtung steht senkrecht zum Vektor y, tangential zur Be- 
wegungsrichtung des Teilchens. Die Bewegung der das Teilchen um- 
gebenden Flussigkeit andererseits erfolgt nach der z-Richtung und 
hat den Betrag u = q .  y . sin 9. Sie besitzt demgemass parallel zum 
Vektor y (Radialrichtung) die Komponente u, = qey-sin 6 cos 8, 
senkrecht dazu (Tangentialrichtung) dieKomponente ut = q * y * sin2 6. 
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Die relative Geschwindigkeit Geff-5 zwischen Teilchen und um- 

- 

gebender Flussigkeit hat demgemiiss eine Radialkomponente 

was identisch ist mit (41), und eine Tangentiolkomponente 
vrel; = y'q sin 8 cos 8 

Die  Mi t b e r ii c k sic  h t ig  u n g d e r  ge  r i c h t e t e n  B r o w  n ' s c h e n  
Bewegung h a t  a l so  z u r  Fo lge ,  d a s s  z u r  b i sher igen ,  r a d i a l  
g e r i c h t e t e n  r e l s t i v e n  Geschwindigkei t  ( 1 4 )  e ine  t a n g e n -  
t i a l  g e r i c h t e t e  K o m p o n e n t e  Tom B e t r a g e  y*Qiiff  h i n z u -  
t r i t t .  

Die durch eine im Abstande y vom Teilchenmittelpunkt befind- 
liche Kugel pro Sekunde in Warme verwandelte mechanische Energie 
wird jetzt an Stelle von ( 6 5 )  gleieh 

\Vie beim Ubergang von (45) zu (46) ergibt sich daraus fiir  die von 
siimtlichen Kugeln unseres Modells sekundlich in Warme verwandelte 
mechanische Energje : 

( 5 2 )  
JC (Stabchen A 

TC qo S3q2 sin2 8 cos2 6+ - qo S3 D i t  -- ( d::e )' vollstandig) 
_ = -  
d t  8 8 

Stromungssnteil Diffusionssnteil 
Ein Vergleich von (52) mit der entsprechenden fur das Hsntel- 

model1 gultigen Beziehung (30) xeigt, dass auch bei Zugrundelegung 
des vervolls tandigten Ansntzes zur  Berechnung der Viskositgt die 
fur das Hantelmodell gultige Formel (30) in die Stabchenformel (52) 
ubergeht, wenn man den Abstand der Kugeln im Hantelmodell 
gleich S (LBnge d3s Stabchens) und deren Radius gleich S/24 macht 
Einen analogen Sa,chverhalt hatten wir bei Zugrundelegung des UI! - 
vollstandigen Ansatzes zur Berechnung der Viskosit5t im Anschluss 
an die Gleichung (46) festgestellt. Daher erhalten wir durch Ein- 
setzen von r = S/24 in die f i i r  das Hantelmodell vollstiindige Glei- 
chung (34) die fur ein Stiibchensol im schwachen Stromungsgefiille 
vollstandige Gleiehung : 

(53) n (Stabchen, vollstandig; 
32 kleines Stromungsgefalle) qsp= - G S3 

und analog durch Einsetzen in (35) fur grosseres Stromungsgefallc 

(54) 
173 (Stabchen, vollstandig; 

mittleres Stromungsgefiille) 

wobei jetzt arOt durch (43) gegeben ist. 
Ebenso folgt durch Einsetzen in (40) die ouch bei grosseren 

Werten des Parameters arOt (bis etwa zu arOt = 3) gultige Beziehung: 

( 5 5 )  
n (Stabchen, vollstandig; 

vsp= 32 
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Darin ist arOt aus (43) xu entnehmen, und es ist b, die aus (38d), a1 
die aus (3%) und J die aus (39111) bzw. aus Fig. 3 bekannte Funktion 
von arOt (mit dem Zusatz, dass jetzt in allen diesen Funktionen E ~ ! , , ~  

nach (43) gleich 

zu setzen ist). 
Man erkennt auch, dass aus (55) und (53) durch Quotienten- 

bildung ebensogut wie fruher aus (40) und (34) genau die Beziehung 
(41) hervorgeht. Damit ergibt sich auch f i i r  Stabchensole genau die 
in Fig. 1 dargestellte Abnahme von qSp/)lsp; (i=o mit zunehmendem 
Stromungsgefalle. Alle in Abschnitt S 2d am Hantelmodell durchge- 
fiihrten Betrachtungen konnen somit wiirtlich auf den Fall geloster 
Stiibchen ubertragen werden. 

n rlo S3 
932 . -  kT 

$ 4. Viskos i t a t  e ine r  Suspens ion  be l ieb ig  g e f o r m t e r  
Te i l chen .  

Es ist auf Grund der an den einfachen Xodellen gewonnenen 
Erkenntnisse nicht schwer, das Problem auf den Fall der Suspen- 
sionen beliebig geformter Teilchen zu iibertragen. 

Haben wir ein beliebiges Teilchen, an welchem wir auf Grunt1 
tler Form oder sonstiger Merkmale eine Achse feststellen kijnnen, so 
wird sich fiir diese Teilchenachse in der stromenden Losung eine 
Verteilungsfunktion finden und die Achse des einzelnen Teilchens 
wird unter der Wirkung der Stromungskriif te die Drehgeschwindig- 
keiten &, erhelten. Diese Drehgeschwindigkeiten brauchen mit (1) 
nicht ubereinzustimmen (Beispiele fur gekreuzte Blodelle usw. siehe 
1. c. I insbesondere S. 5ff.). ast, wird im allgemeinenFal1 stets so be- 
stimmt, dass die umgebende Flussigkeit auf dss suspendierte Teil- 
chen i n  s u m m a  ke in  D r e h m o m e n t  aus i ib t ,  dass also die Dreh- 
beschleunigung des Teilchens gleich null ist. Den in diesem Falle 
vorhandenen relativen Bewegungen zwischen Teilchen und um- 
gebender Fliissigkeit entsprechen also Iiriifte, welche i n  s u m  m B 

r a d i a l ,  pa ra l l e l  z u r  Langsachse  des  Tei lchens  ger ich  t e t  
s ind .  Diesen Kraften wiederum entspricht ein bei Kenntnis der 
Verteilungsfunktion anzugebender Stromungsanteil der pro Sekunde 
entwickelten Reibungswiirme. Wir werden ihn mit d A,,,/d t be- 
zeichnen. 

B e i Xi t b e r u c k s i c h t i g un  g der g e r i  c h t e t e n  B r o 20 ‘YL ’ s c h e n 
B ewegu n g  der Teilchenachsen uberlagert sich der bisherigen Be- 
wegung eine Schwenkung der Teilchenachsen ( $,,,, )? welche von 
einem dem Teilchen aufgeprggten Drehmoment herzuruhren scheint 
und welche somi t  zu d e r  e r s t g e n a n n t e n  R e l a t i v b e w e g u n g  
s e n k r e c h t  s t e h t .  Auf Grund der Orthogonalitat der beiden rela- 
tiven Bewegungen konnen wir den der zweiten Bewegung ent- 
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sprechenden Anteil der Arbeitsleistung unabhangig von d AStr/d t 
berechnen. Er ist gleich 

wenn Drot die Rotationsdiffusionskonstante des Teilchens ist. 

ursachte Reibungswarme erhalten wir also 
Fur die gesamte durch das einzelne Teilchen pro Sekunde ver- 

1st wieder g ( 8) die Verteilungsfunktion der Teilchenachsen in der 
stromenden Losung, so wird die pro em3 Losung pro Sekunde in 
Warme verwandelte mechanische Energie auf Grund von (15) : 

0 0 

wobei noch bemerkt sei, dass auch im allgemeinen Fall 81,, , sobald 
die Verteilungsfunktion p ( 9.) bekannt ist, durch Differenzieren 
auf Grund der Beziehung (9) erhalten werden kann. 

Genau so, wie im Anschluss an Gleichung (15) gezeigt w-urde, 
folgt auf Grund von (58 )  fiir die spezifische Viskositat: 

Ahnlich wie in den bisher besprochenen Beispielen ist also, weil 
nach ( 5 7 )  die Arbeitsleistung aus zwei Anteilen zusammengesetzt ist, 
a u c h  d i e  spez i f i sche  Vi skos i t a t  a d d i t i v  a u s  e inem S t r o -  
m u n g s a n t e i l  qsp; str u n d  e i n e m  Di f fus ionssn te i l  qs,,;Dilc Z H  
b e r e  c h n en  ; wir konnen also setzen 

%, = vsp; Str i- qsp; Diff 
wobei 

ist, und 

2 %  

(60%) 

Wir werden im niichsten Abschnitt mit der Verallgemeinerung 
noch einen Schritt weiter gehen, indem wir anstatt der ebenen Be- 
wegung eine Bewegung der Teilchenachsen im dreidimensionalen 
Raum verfolgen werden. Die Beziehungen (59) und (60) bleiben 
dabei, wie man auf Grund der vorstehenden Uberlegungen sofort 
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einsieht, unverandert erhalten. (Es bleiben ja die Relativgeschwindig- 
keiten, welche auf Grund der Stromung einerseits, auf Grund der 
Diffusionsbewegung der Teilchenachsen andererseits entstehen, unter 
allen Umstanden orthogonal zueinander.) 

5 5. Viskos i t a t  e i n e r  Suspens ion  v o n  Ro ta t ionse l l i p so iden .  
Wenn wir einen Abschnitt iiber die Viskositat einer Suspension 

von Ellipsoiden anfugen und dabei gleichzeitig von der ebenen zur 
rgumlichen Behandlung des Stromungs- und Diffusionsproblems 
ubergehen, so sind wir uns klar daruber, dass dabei nichts grund- 
satzlich Neues zu erwarten ist, indem nur gewisse Zahlenfaktoren, 
nicht ober die qualitativen Ergebnisse eine Anderung erfahren werden. 

a) Ver te i lungs funk t ion  d e r  H a u p t a c h s e n  yon  R o t a t i o n s -  
e l l i p so iden .  

IVir betrachten eine Suspension von Rotationsellipsoiden, in der 
ein Strornungsgefalle q herrschen soll. Die halbe Figurenachse eines 
herausgegriffenen Ellipsoids werde mit al, die halbe Querachse mit 
aII bezeichnet. Nun legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
so in unsere Losung hinein, dass die Stromungsrichtung zur y-Achse 
die Richtung des Stromungsgeftilles zur x-Achse wird, wahrend die 
z-Achse senkrecht zur Stromungsebene liegt (Fig. 6). Gleichzeitig 
denken w-ir uns die Anfangspunkte der Figurenachsen aller im em3 
sich befindenden Ellipsoide in den Ursprung unseres Koordinaten- 
systems verschoben. Die Orientierung eines herausgegriffenen Ellip- 
soids kennzeichnen wir durch die Polarkoordinaten y und 9. y stellt 
dabei den Winkel dar, den die Figurenachse des Ellipsoids mit der 
z-Achse einschliesst, 9 den Winkel zwischen der Projektion der 
Figurenachse auf die xy-Ebene und der y-Achse. 

Z 
t 

Fig. 6. 

Wie im Falle der Hantelmodelle und der Stabchen fragen wir 
xunachst wieder nach der Verteilung der Partikelachsen iiber die 
Orientierungswinkel8 und y ,  die sich infolge der Stromung einerseits 
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und infolge der Brown'schen Achsenbewegung andererseits im statio- 
naren Zustand einstellen wird. D. h. wir fragen nach der Anzahl 

drip, v+d = e(6,  y )  sin y d 6 d v  (61 ) 
4 , 4 + d 4  

von Ellipsoiden, die wir pro cm3 der betrachteten Losung antreffen 
und deren Figurenachse mit der z-Achse des Koordinatensystems 
einen zwischen y und y + d y liegenden Winkel einschliessen, wahrend 
gleichzeitig ihre Projektion auf die xy-Ebene einen im Interval1 
19 bis 19. + d9. liegenden Winkel mit der y--4chse bildet. 

Zur Beantwortung dieser Frage wird in ganz ahnlicher Weise 
vorgegangen wie wir es bei dem in Abschnitt 2 besprochenen Fall 
geloster Hantelmodelle gesehen haben. Nan erhalt dabei eine der 
Beziehung (4)  maloge Differentialgleichung, deren Losung im wesent- 
lichen yon Peterk l )  angegeben wurde. Sie latutet : 

1 + mrot (f sin 2 6 sin2 y )  + m:ot (~+ f cos 2 8 sin* y 4 n  

4 2 1 
15 15 4 

+- f' sin 4 6 sin* y - - f3 sin 2 6 sin2 y - - f 3  sin 2 6 sin2 y cos2 y 

+ 1 8 ~ f 3  sin 2 6 sin? y c0s4 y - 24 1 - f 3  sin 6y sin 6 8 ) + m'fot ( . . . ) + . . . I  (62) 

wobei : 

(62a) q 
arot= ~ 

o r o t  

pz- 1 f = y  
pJ+ 1 

Dabei berechnet sich nach Gans2) die 
Drot fiir gestreckte Rotationsellipsoide 

(624 (62b) 

Rotationsdiffusionskonstante 

"1 p-  - 
811 

(p  > 1) zu:  

und fur abgeplattete (p  < I) zu: 

b) Unvo l l s t and ige r  A n s a t z  z u r  B e r e c h n u n g  d e r  V i skos i t a t  
( S t r omungs  a n  t e i l  ) . 

Nach Jeffery3) ist die pro Sekunde in Warme verwandelte 
mechanische Energie fi ir  ein Ellipsoid, ' dessen momentane Orien- 
tierung durch 19. und y beschrieben wird und fiir den Fall, dass die 
Brown'sche Achsenbewegung des Teilchens vernachlassigt wird, gleich : 

~- d9str - qloq2.4n/3 .a Ia~I[Als in4ys in226+8,cos2y+ARsin2y]  (65) 
dt 

l) A. Peter&, 1. c. 2, R. Guns, Ann. Phys. 86, 628 (1928). 
3, G. B. Jeffery, Proc. Roy. SOC. [A] 102, 161 (1922). 
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Darin sind A,, Az und A, komplizierte Funktionen des Achsen- 
verhaltnisses p, die etwa der Arbeit yon Eisenschitz (1. c.) entnommen 
werden konnen. Aus (65) und der in Verallgemeinerung von (6Oa) 
gdtigen Gleichung 2 n  n 

ergibt sich dann sofort durch Integration die spezifische Viskositat 
des Sols, welche man bei Vernachliissigung der gerich teten Brown'- 
schen Achsenbewegung der Ellipsoide erwarten musste . 

Man findet fur kleines Stromungsgefalle : 

wobei 
(67) 

(Ellipsoide, unvollstandig, 
kleines Stromungsgef&lle) 

p = G .  4 ~ / 3 * a ,  a& (67n) 

ist, also das Volumen der pro em3 gelosten Substanz darstellt. I n  den 
Figuren 7 und 8 ist f L i r  langliche bzw. abgeplattete Rotationsellipsoide 
die durch (67) ausgedruckte Abhangigkeit der Grosse qsp/rp in Funk- 
tion des Achsenverhiiltnisses p als gestrichelte Linie (Kurye I ) ange- 
geben. (Die ausgezogenen Linienzuge (Kurven 2)  der Fig. 7 und S 
geben' dagegen die durch den vervollstiindigten Ansatz erhaltenen 
Werte von y5Jrp wieder). 

Fig. 7. 
Suspension langlicher Rotationsellipsoide. q s p / ~  (spezifische Viskositat, geteilt durch das 
in einem cm3 der Suspension enthaltene Volumen a n  Fremdsubstanz) in Abhangigkeit 
vom Achsenverhbltnis p und unter Voraussetzung von sehr kleinem Stromungsgefiille 
(limes q = 0) .  Kurve 1 : Der ,,Stromungsanteil", welcher sich ergibt, wenn der Einfluss der 
gerichteten Brown'schen Bewegung der Teilchenachsen auf die Warmeerzeugung in der 
Suspension vernachlassigt wird. E r  wurde in  den bisherigen, insbesondere den S. 108 
zitierten Arbeiten allein und ausschliesslich beriicksichtigt.. Kurve 2 : Viskositat unter 
Mitberiicksichtigung des von der gerichteten Brown'schen Bewegung gelieferten Anteils. 
Die Differenz von Kurven 1 und 2 zeigt den ,,Diffusionsanteil", d. h. die durch die ge- 
richtete Brown'sche Bewegung der Teilchenachsen bewirkte Zerstreuung Ton freier 
Energie. Kurve 3 (punktiert) zeigt den von W.  Iiuhn im Jahre 1932 1. c. I S. 24, Gleichung 

(38) auf Grund einer Niiherungsbetrachtung angegebenen Verlauf. 
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Fig. 8. 
Suspension abgeplatteter Rotationsellipsoide, q,,/q.~ (spezifische Viskositat, geteilt durch 
das in einem cm3 der Suspension enthaltene Volurnen an Fremdsubstanz) in Abhangig- 
keit vom Achsenverhaltnis l / p  und unter Voraussetzung von sehr kleinem Stromungs- 
gefalle (limes q = 0). Kurve 1 : Der ,,Stromungsanteil". Kurve 2 :  Viskositat unter Mit- 

beriicksichtigung des von der Brourn'schen Bewegung gelieferten Anteils. 

Fiir sehr langgestreckte Ellipsoide (p > 1) folgt aus (67) die von 
Bfirrgers (1. c . )  angegebene Beziehung : 

(68) standig, kleines Stromungsgefalle) 
(langgestreckte Ellipsoide, unvoll- 

''w = ' [ 1'6+ 15 (In 

fiir stark abgeplattete Scheibchen (p  < I) foIgt nach Peterlin (1. c.): 

(69) 

wahrend fur p = 1 die Einstein'sche Beziehung vsl, = 2,5 y entsteht. 
Fur etwas grosseres Stromungsgefalle tritt an die Stelle yon ( 6 7 )  

in nachster Naherung : 

(stark abgeplettete Ellipsoide, unvoll- 
standig, kleines Stromungsgefalle) 'W = " [%+&I 

Es bedeutet darin qsp; (I = o  wieder die durch (67) gegebene in der Grenze 
von unendlich kleinem Stromungsgefalle zu erwartende spezifische 
Viskositat. Das im Klammerausdruck neben 1 stehende Glied erweist 
sich fiir p > 1 als positiv, fi ir  p < 1 als negativ. Fiir langIiche Ellipsoide 
hsben wir daher, wie schon in Abschnitt 2 auseinandergesetzt wurde, 
nach dieser unvollstandigen Betrachtungsweise eine anfangliche Zu- 
nahme der Viskositat mit wachsendem Stromungsgefalle zu er- 
warten, wahrend die experimentellen Ergebnisse auf das Gegenteil 
h inweisen. 

Fur sehr langgestreckte Ellipsoide (,,Stabchen") ergibt sich ins- 
besondere aus (70):  

(71) 
(langgestrecktes Ellipsoid, unvoll- 

standig, mittleres Stromungsgefalle) 

Diese Beziehung zeigt die bei dieser unvollstandigen Behandlung 
zu erwsrtende Zunahme von vsp mit dem Stromungsgefalle q (arot 
ist nach (62%) proportional 9). Bemerkenswert ist die gute Uberein- 
stimmung mit den f i i r  die ebene Bewegung von Hantelmolekeln 



123 - - 

bzw. Stabchen bei Nichtberucksichtigung von 9& erhaltenen Glei- 
chungen (20) und (48). 

Die Ausdrucke (70) bzw. (71 )  konnen nur im Bereiche beschei- 
tlener Werte der Grosse cxrot (arot < 1) verwendet werden. Vm die 
spezifische Viskositiit bei beliebigen Werten yon R,,& angeben zu 
konnen, hat PeterZin (1. c.) an Stelle von (62) eine fiir  beliebige urot 
gultige Verteilungsfunktion der Ellipsoidachsen gesucht und ist im 
ubrigen auf dem eben beschriebenen Weg zur spezifischen Viskositat 
ubergegangen. Auf diese Weise gelangte er zu der in Fig. 9 am Bei- 
spiel einer Losung von Ellipsoiden vom Schsenverhaltnis p = 8 durch 
den gestrichelten Linienzug veranschaulichten Abhangigkeit der 
spezifischen Viskositat von arOt, also vorn Stromungsgefiille. (Auf 
Grund des nun durchzufuhrenden vervollstandigten Ansatzes tritt 
der ebenfalls aus Fig. 9 ersichtliche ausgezogene Kurvenverlauf an  
die Stelle des gestrichelten). 

2 

a, - 
0 2 4 6 8 10 

Fig. 9. 
Langliche Rotationsellipsoide Tom Achsenverhaltnis p = 8. qSp/cp (Spezifische Viskositat, 
geteilt durch das in  einem cm3 der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) 
in Abhangigkeit von arot, bzw. vom Stromungsgefalle q. (Es ist arot = q/4Dro, und Drat 
aus (63) zu entnehmen). Kurve 1 : Der ,,Stromungsanteil" mit einer bei steigendem Stro- 
mungsgefalle zunachst ansteigenden Viskositat. Kurve 2 :  Viskositat unter Mitberiick- 
sichtigung des von der gerichteten Brown'schen Bewegung gelieferten Anteils. Die 
Differenz der Kurven 1 und 2 gibt den von der gerichteten Brown'schen Bewegung ge- 
lieferten Anteil; er betragt bei kleinem Stromungsgefalle bei arOt= 0 mehr als loo:/, 
vorn ,,Stromungsanteil" und verschwindet in der Grenze Ton grossem Stromungsgefalle. 

c) V e r v o l l s t a n d i g t e r  A n s a t z  z u r  B e r e c h n u n g  d e r  Visko-  
s i t s t .  

Die von einem Ellipsoid, dessen Orientierung durch die Koor- 
dinaten 9 und y festgelegt ist, sekundlich in Wiirme verwandelte 
mechanische Energie ist in Wirklichkeit die Summe des Stromungs- 
anteils (65) nnd eines Diffusionsanteils (56). Die in (56) vorkommende 
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Diffusionswinkelgeschwindigkeit, dort als 8& bezeichnet, ist im 
vorliegenden raumlichen Problem, wo wir sie w nennen wollen, 
nnstatt durch (9) gegeben durch die Beziehung 

Es wird daher : 
d X 47c 
d t  
_ _ _  - vo q" . aI a h  [A, sin4 y sin2 2 6 + A2 cos2 y + A, sin' y] 

(73) 
[ ( d l n e ) ' + (  , d l n p  )!I (Ellipsoide, 

vollstlndig ) sin y d 8 +kT Drat - 
dW 

Urn den Ubergang zur spezifischen Viskositat vorzunehrnen, 
haben wir, in Verallgemeinerung von (59) zu setzen: 

Da e(8, y )  durch (63) und dA/dt durch ( 7 3 )  gegeben sind, ist die 
Bestimmung von qSp cine einfnche aber muhsame rechnerische Auf- 
gabe. Man erhalt so fur kleines Stromungsgefalle anstatt (67):  

Durch Einsetzen der Ausdrucke (63) hzw. (61) fiir Dmt, folgt dnraus 
unter Verwendung von (67a) 

wobei fiir liingliche Ellipsoide (p  > 1) 
2 p4-1 f 2  

5 p' p +  2 P2 - I-. In 
B=-- 

- 1+ 
2p- p - m  

fur abgeplattete Ellipsoide (p < 1) 

Die durch (76) ausgedriickte Abhiingigkeit der Grosse 
Achsenverhaltnis ist in den Figuren 7 und 8 fiir langliche 
plattete EUipsoide zu entnehmen (ausgezogene Kurven). 

Fur sehr langgestreckte EIlipsoide (p > 1) ergibt sich an Stelle 
der Burgers'schen Beziehung (68) : 

(77) standig, kleines Stromungsgefalle) 
(langgestreckte Ellipsoide, voll- 

% = " [ 1'6+$ ( 3 (In zp- l +  s/2) In 2 
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Ffa stark abgeplattete Scheibchen (p  < 1) folgt aus (76) an Stelle 
der Beziehung von Peterlin (69) : 

(78) 

Bei nicht mehr zu vernachlassigendem Stromungsgefalle ist in 

4 32 (stark abgeplattete Ellipsoide, voll- 
"W = ' [? K] standig, kleines Stromungsgefalle) 

erster Naherung : 
rlsp= . F [ ( - ~ L + , ~ , + - ~ , j  4 1 2 jt+--.:ot.f' 4 A, + A? + 6 A, 

13 3 3 Y45 
Stromungsanteil 

(79) 
4 GO1 (EUipsoide, vollstandig, 

+ B  ( l - % u : O t { l + ~  f2])] mit,tleres Gefalle) 
Diffusionsanteil 

Der vom Diffusionsanteil herruhrende mil; multiplizierte (also 
mit q2 proportionale) Term ist stets einige Nale grosser als der ent- 
sprechentle vorn Stromungsanteil herruhrende. Daher ergibt (79) so- 
wohl fiir Iangliche wie fur abgeplattete Ellipsoide eine Abnahme 
der Viskositat mit zunehmendem Stromungsgefalle, was, wie schon 
mehrmals erwiiinnt, mit den empirischen Ergebnissen ubereinstimmt 
Nur fiir p = 1 (Kugel) folgt aus (79),  dass qsp unabhangig vom vor- 
hsndenen Stromungsgefalle und gleich 2,s ist (Einstein'sche 
Formel). 

Fur sehr langgestreckte Ellipsoids (Stabchen) ergibt sich aus (79) : 

(80)  (langgestrecktes Ellipsoid, 
vollstandig, mittleres Gefalle) 

was niit (54) praktisch genommen ubereinstimmt . 
Um die Viskositat bei grosseren Werten yon aIOt, bei denen (79) 

nicht mehr anwendbar ist, ebenfalls angeben zu konnen, uberiegen 
wir uns folgendes : Mit wachsendem a,,& fallt die spexifische Viskosi- 
tiit zunachst gemass (79) (bzw. (80) ,  (35) und (54)) parabolisch ab 
(punktierte Linie in Fig. 9). Bei sehr grossen Verten von q (und a,,J 
muss sie anderseits asymptotisch in die ohne Berucksichtigung des 
Diffusionsanteils von PeterZin erhaltene und in Fig. 9 gestrichelt 
gezeichnete Kurve 1 ubergehen. Nach dem in 5 2 Gesagten muss 
niimlich bei sehr grossem Stromungsgefalle der Einfluss der Brown'- 
sehen Bewegung und damit der Diffusionsanteil der Viskositiit ganz- 
lich verschwinden. Auf Grund dieser Grenzbedingung lasst sich der 
Kurvenverlauf ohne grosse Unsicherheit angeben. Fur eine Suspen- 
sion von Rotationsellipsoiden vom Achsenverhaltnis p = 8 erhalt 
man so die ausgezogene Kurve 2 in Pig. 9. 

Die Figuren 10 und 11 geben fur einige weitere Werte Ton p die 
auf dem eben beschriebenen Wege gefundene Abhangigkeit der spe- 
zifischen Viskositat von arOt wieder. Sowohl f i i r  langliche (Fig. 10) 
wic fiir abgeplattete Ellipsoide (Fig. 11) ist eine betrachtliche Ab- 
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nahme der Viskositiit mit zunehmendem 
falle, zu erkennen. 

also wachsendem Ge- 

a, 

0 2.5 5 7.5 10 

Fig. 10. 
Suspension langgestreckter Rotationsellipsoide. qsp/p (spezifische Viskositat, geteilt 
durch das in einem ern3 der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) fur 
verschiedene Achsenverhaltnisse p in Abhangigkeit von arOt, bzw. vom Stromungsge- 

falle q. Es ist erot = q/4 Droe und Drot aus  ( 6 3 )  zu entnehmen. 

- 

L 
- a ,  

0 2.5 5 7.5 10 

Fig. 11. 
Suspension abgeplatteter Rotationsellipsoide. q,,/cp (spezifische Viskositat, geteiIt durch 
das in einem cm3 der Suspension enthaltene Volumen an Fremdsubstanz) fiir verschiedene 
Werte des Achsenverhaltnisses l/p, in Abhangigkeit von arot bzw. vom Stromungs- 

gefalle q. Es ist arOt = 4 4  Drot und Drot aus (64) zu entnehmen. 

In den vorliegenden Ausfuhrungen haben wir uns mit der 
Viskositiit von Losungen starrer Teilchen befasst. In einer nachfol- 
genden Arbeit werden wir uber die Viskositatserscheinungen an 
Losungen beweglicher Teilchen (Fadenmolekel) berichten. Dabei 
wird sich Gelegenheit bieten, die hier entwickelten Zusammenhiinge 
mit den ernpirischen Ergebnissen zu vergleichen und dabei, wie 
vorweggenommen werden kann, zu bestatigen. 
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Zusammenfassung .  
Die Teilchenachsen geometrisch anisotroper in einer Losung 

suspendierter Partikel erfahren im Stromungsgefalle eine teilweise 
Orientierung, welche ihrerseits eine g e r i c h t e t e  Brown’sche B e -  
wegung der Teilchenachsen nach sich zieht. Es wird gezeigt, dass 
diese gerichtete Brown’sche Bewegung fur die Umwandlung freier 
Energie in Warme dieselbe Rolle spielt wie eine in einem konser- 
vativen Kraftfeld erfolgende gerichtete Bewegung. Die bisher von 
allen Autoren beniitzten Ansatze zur Berechnung der Viskositat 
kolloider Suspensionen sind daher unvollstandig, indem der Diffu- 
sionsanteil der in der Losung entwickelten Reibungswarme unberuck- 
sichtigt blieb. 

Die in der Grenze kleiner Stromungsgeschwindigkeit zu er- 
wartende spezifische Viskositat ist bei Zugrundelegung des vervoll- 
standigten Ansatzes fur Suspensionen lang gestreckter Teilchen etwa 
doppelt so gross 31s bisher auf Grund des unvollstandigen Ansatzes 
berechnet wurde. 

Der vervollsthdigte Ansatz liefert als Strukturviskositat eine 
Abnahme der Viskositat mit steigendem Stromungsgefalle, ein Er- 
gebnis, welches rnit der Erfahrung in Einklang steht, wahrend der un- 
vollstandige (bisher beniitzte) Ansatz fi ir  Sole lang gestreckter Teil- 
chen ein unrichtiges Vorzeichen der Strukturviskositat ergeben hatte. 

Die quantitativen Beziehungen fiir  die Viskositat und deren Ah- 
hangigkeit Tom Stromungsgefiille werden zuerst unter Zugrnnde- 
legung einer ebenen Bewegung fur Hsntelmodelle und starre Stabchen 
und anschliessend allgemein fiir die dreidimensionale Bewegung von 
Rotationsellipsoiden angegeben. 

Physikalisch-chemisches Institut der Universitat Basel. 

11. Triterpene und Pigmente in Bluten und Fruehtenl) 
von J. Zimmermann. 

(12. XII. 44.) 

In  einer f r ~ e r e n  Mitteilungl) unter diesem Titel wurde an den 
bislang untersuchten Bliiten und Friichten eine Regelmassigkeit im 
Vorkommen von Triterpenen und Pigmenten in diesen Pflanzen- 
teilen, in dem Sinne festgestellt, dass Oxy-triterpensauren stets mit 
Anthocyanen und Triterpen-diole mit Carotinoiden vergesellschaftet 
sind, und es W r d e  auf die Moglichkeit einer Beziehung zwischen 
diesen Pigmenten und den funktionellen Gruppen der Triterpene ge- 

l) 8. Mitteilung iiber Triterpene; 7. Mitt. Helv. 27, 232 (1944). 




